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Forord

Detta ar en sammanstéllning av de projektarbeten som gjorts inom kursen
Matematisk kommunikation. Kursen (3p) &r obligatorisk for forstaarsstu-
denter vid civilingenjérsprogrammet Teknisk Matematik vid Lunds Tekniska
Hogskola (LTH). De projektrapporter som aterfinns hér, samt tillhérande
muntliga presentationer, har tillsammans med ytterligare tva inlamnings-
uppgifter varit examinerande. Endast betygen Godkdind alternativt Icke god-
kdnd har kunnat erhallas.

Malen med kursen &ar:

e Ge en introduktion till den matematiska idévérlden och genom enkla
exempel pavisa kraften i stringent matematisk teori.

e Oka den matematiska allméinbildningen och ge en kort presentation av
den matematiska kulturen och dess historia.

e Ge en inblick i aktuell och modern matematisk forskning.

e Ova formagan att framliigga och presentera matematiska resonemang.

Manga av de projekt som aterfinns hér innehaller stoff ifran en hogre
niva dn den man som forstaarsstudent hunnit uppna och samtliga projekt
har handletts av forskare och larare ifran olika institutioner vid Lunds Uni-
versitet. Ett stort tack gar till dessa handledare. Jag vill ocksa speciellt
tacka Pelle Pettersson och Johan Rade som bada har gjort en stor insats
under kursen samt Jens Nilsson som har hjélpt till med sammanstéallningen
av arbetena. Slutligen tackar jag alla studenter som medverkat i kursen for
en god insats.

Lund i juni 2005,
Magnus Fontes.
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Sammanfattning

Matematikens utveckling har lett till att mer avancerade spel kan ana-
lyseras. Det finns en méngd olika spel och beslutsteorier. Med hjilp av
enkla exempel gas teorierna igenom mer ingaende.

Inledning

Maénniskan har i alla tider sysselsatt sig med nagon form av spel. En kort tillba-
kablick pa enkla spel fran egyptiernas dynasti fram till dagens mer utvecklade
spel ges. Spelen har blivit mer och mer avancerade med aren och i takt med
matematikens framsteg genom bland annat teorierna i “Theory of Games and
Economic Behavior” och Nash’s jamviktsbegrepp har spelen analyserats djupa-
re. Fran enkla nollsummespel har utvecklingen gatt vidare till att analysera mer
avancerade spel. I texten tas olika exempel upp bland annat kommer det visas
hur man sétter upp vinstmatriser fér spel och hur 16sningarna till dessa ser ut.
Olika teorier for hur beslut ska fattas diskuteras med hjélp av nagra exempel.



1 Historia

1.1 Historisk sammanfattning fram till 1800
1.1.1 Forhistoria

Spar efter nagon form av spel finns sa langt tillbaka som man f6ljt ménniskan.
Det man har hittat ar flera fynd av benet astragalus vilket kan vara malat eller
ristat i. Benet sitter i handen och &r i form av en tirning, man kan siga att
det ar foregangaren till dagens térningar. Astragalus har fyra platta sidor och
tva rundade som den inte kan vila pa. Man vet inte riktigt vad det anvindes
till fran boérjan. Teorierna &r att det antingen har anvints i nagon form av
chansspel, som valuta eller nagon form av leksak. Under egyptiernas dynasti
ca 3500 f.k. finns det dock sékra bevis pa att astragalus har anvints till nagon
form av bradspel. Man har bl.a. hittat briddspel, ddr man anvinde astragalus
som tarning och flyttade en pjis pa ett brade. Nar romarna borjade bygga upp
sitt herravilde var spelandet spritt till alla samhéllsklasser och en del av det
vardagliga livet. Det finns romerska lagar som reglerar och i viss man forbjuder
spel. Vid denna perioden i historien d.v.s. arhundradena fére kristi fodelse har
spelen ocksa blivit mer och mer avancerade och byggde sidkert inte till hundra
procent pa chans ldngre. Man har hittat uppgifter pa att det &ar olika svart att
fa benet att landa pa en viss sida. Man tror dock inte att man tog hénsyn
till detta i spelens utférande. Detta gav i sin tur 6ppningar for de spelare som
hade vetskap om att vissa sidor forekom oftare d&n andra. Detta kan d& tolkas
som tidiga spelteorier. Det bor ockséd ndmnas att d&ven om astragalus férekom
ldnge i historien utvecklades ocksa olika former av térningar, vissa liknande
dem vi anvander idag. Runt kristi fodelse finns det redan skriven litteratur
runt spelandet. Claudius (10 f.k. - 54 e.k.) skrev "How to win at Dice". Boken
ar tyvarr inte bevarad, men man dr ganska sdker pa att boken i nagon form
behandlade d&mnet spelteori.

1.1.2 1000-1600

Runt millenieskiftet bérjade man komma sa langt i sannolikhetsldran att man
bérjade fundera pa hur manga sitt tre tdrningar kan falla nir man kastar dem.
Resonemanget om hur tre tdrningar kan hamna skriver Richard de Fournival
om i borjan av 1200-talet, men det &r sannolikt att vetskapen om sadana hér
problem fanns redan innan. Att rédkna pa sannolikheter att vélja ut t.ex. a
saker ur nagon grupp fanns inte under de Fournivals tid, man vet dock att
redan grekerna forsokte sig pa sadana berdkningar. Pa 1200-talet hade man lite
vetskap om binominalkoefficienterna men hade troligen stora problem med de
teoretiska sanningarna bakom.

Facio Cardano (1444-1524) var advokat och undervisade bl.a. pa universite-
tet i Milano. Han var ocksa intresserad av sannolikheter och skrev boken ”liber
de Ludo Aleae” (Boken om spel och chans). I denna bok gor han en hel del
kommentarer om sannolikhet. Han skriver mycket om térningsspel med tva och
tre tdrningar och visar pé olika sannolikheter i dessa spel. Boken innehdll en
kort historisk tillbakablick pa spelandet. Cardano var den forsta som beréknade
teoretiska sannolikheter pa ett korrekt séitt.

Under perioden 1550-1650 skrev méanga matematiker om spel och chans
runt om i Europa. Att alla dessa skulle vara oberoende av varandra &r inte



troligt. Bl.a. forekommer binominalkoefficienterna i manga skrifter. Den enda
matematikern under den hér tiden som egentligen kom fram till nagot nytt var
Galileo-Galilei (1564-1642). Nagonstans mellan &ren 1613-1623 skrev han “Sopra
le Scoperte dei Dadi”. I denna bok behandlar han sannolikheten att fa olika sif-
fersummor nér man kastar tre tdrningar. Han skriver bl.a. om att det ar svarare
att fa summan 3 och 18 &n att fa t.ex. 6 och 7. Detta eftersom 3 och 18 bara kan
fas pa ett sitt, medan 6 och 7 kan fas pa flera olika sidtt. Han kommmer ocksé
fram till att niir man kastar tre tirningar kan man fa 216 olika utslag (63). I
boken finns det ocksé en tabell som visar pa sannolikheten for att olika summor
ska komma upp.

1.1.3 Fermat och Pascal

Nésta stora namn i historien &r Fermat och Pascal. De storsta verk av dessa
tva personer inom spel och chans omradet kan man séga ar breven som de
skrev mellan sig. I dessa diskuterar de olika former av spel och bl.a. hur man
ska fordela vinster om man skulle véilja att avbryta spelet innan det ar fardigt.
Nedan ska vi ge ett exempel.

Pascal skriver i ett brev till Fermat 1656 om ett tva personers spel. Varje
person har satsat 32 pistoler och forsta spelaren till tre podng vinner allt. Om
hur sjélva spelet exakt gar till ndmns inte i brevet. Det &r dock ett spel dér
béada spelarna har lika stor chans att vinna nésta poédng, ex. flippa krona. Brevet
innehéaller disskusioner om hur man ska férdela insatsen om man onskar avbryta
spelet vid nagot tillfille.

Pascal borjar med nér spelare A har tva podng och spelare B en poéng. Om
spelare A far niista podng vinner han alltsd 64 pistoler, medan om B vinner
har de bada tva podng och man kan séiga att de har 32 pistoler var, eftersom
de da har lika stor chans att vinna. Spelare A har alltsd minst 32 pistoler
oavsett om han far nésta pistol eller inte. Spelare A far da sina 32 pistoler
och de aterstdende 32 borde de dela lika, d.v.s. spelare A far 48 pistoler och
spelare B 16 pistoler. Brevet fortsédtter med samma resonemang vid de andra
stallningarna. Han kommer nu fram till mer generella 16sningar pa dessa typer
av problem. Brevet innehaller ocksa tabeller pa olika fordelningar pa samma
typer av spel. Han skriver ocksd om sannolikheter for problem som t.ex. hur
stor &r chansen att fa en sexa pa n forsok.

1.1.4 1600-1800

Christian Huygens (1629-1695) &r nésta stora namn i historien. Troligtvis var det
sa att Huygens inte hade vetskap om vad Pascal och Fermat hade kommit fram
till i sin brevviixling. Ar 1657 kom “de Ratiociniis in Aleae Ludo” ut. Denna bok
blev den ledande boken inom sannolikhetsldran i 6ver ett halvt &rhundrande. I
boken presenterar Huygens 14 teser. Dessa innehaller bl.a. saidant som Pascal
och Fermat kommit fram till.

Den kdnde matematikern James Bernoulli intresserade sig tidigt for sanno-
likhetsproblem. Han ldste Huygens bok “De Retiociniis in Aleae Ludo” och det
ar inte omdjligt att de ocksa triffades. I borjan av 1680-talet borjade han dven
arbeta med vissa problem som publicerades i “Journal de Scavans”. Ett kint
exempel &r:



A och B spelar tdrning, den forsta som far en etta vinner. Spelets spelas sa
att A kastar forst en gang foljt av att B kastar en gang. Det fortsétter med att
A kastar tva kast och sedan B tva kast o.s.v. tills nagon far en etta. Hur stor &r
sannolikheten att A vinner?

Lésningen till detta problemet publicerade han inte férrén 1690 i “Acta Eru-
ditorum”. Hans mest kiinda verk pa omradet &r “Ars Conjectandi” som av olika
anledningar inte publicerades forréan 1713, alltsa atta ar efter James déd.Boken
innehaller flera exempel dédr han anvinder modern matematik péa ett mycket
kraftfullt satt.

Det ar ganska tydligt att han hade tdnkt anvénda sin bok som material i
sin undervisning eftersom den inte bara inneholl 16sningar till problemen utan
dven kommentarer till méjliga fel man kunde gora. Nagon som byggde vidare pa
James Bernoulli’s arbete var Pierre Re’'mond de Montmort. Han var val insatt i
James arbete och arbetade under vissa perioder ihop med en av James studenter
nédmligen hans bror Nicholas Bernoulli. Ar 1708 publicerades den forsta uppla-
gan av “Essai Analyse”. Den innehdll 16sningar till James Bernoulli’s problem
men med lite moderna matematik. Montmort kollade ocksa pa olika former av
kortspel och kom fram till mycket kraftfulla saker. Abraham de Moivre (1667-
1754) var den man som skulle komma att utveckla Bernoullis och Montmorts
arbeten mer. De Moivre arbetade i England och var ocksa mycket god vin med
Newton. Han publicerade den forsta upplagan av “Doctrine of Chances” 1718.
Denna innehdll en del nytt och lite modernisering av tidigare arbeten. Det bor
ndmnas att de Moivre var en av de allra bista matematikerna i vérlden un-
der denna tiden. Manga menar att den tredje upplagan 1756 av “Doctrine of
Chances” &r den forsta riktiga moderna boken om sannolikhet.

1.2 Spelteorins historia inom ekonomin

Inom ekonomivetenskapen &r spelteorin en gren som handlar om samspelet mel-
lan ekonomiska parter. Kortfattat kan spelteori beskrivas som en teori om under
vilka forhallanden olika séljare pa en marknad véljer att byta strategi for att
sélja sina produkter och under vilka férhallanden det rader jamvikt mellan olika
leverantorer. Begrepp som kartellbildning och orsakerna till att bryta sig ur en
sadan kan ockséa beskrivas med hjélp av spelteori.

Omradet kan ségas ha startat pa riktigt i och med den stora spridningen
av John von Neumanns och Oskar Morgensterns bok “Theory of Games and
Economic Behavior” (1944). John von Neumann brukar kallas for spelteorins
fader. I boken inférdes bland annat teorin om forvintad nytta, maximin- och
minimax-principerna.

“Theory of Games and Economic Behavior” &r en klassisk bok som dagens
spelteori ar baserad pa. Det som for mer en sextio ar sedan boérjade som ett
ansprakslost forslag i en artikel av John von Neumann och Oskar Morgenstern
blev tillslut en bok pa 616 sidor. I boken forestéllde sig John von Neumann
och Oskar Morgenstern ett genombrott av ekonomisk och samhéllsvetenskaplig
organisation baserad pa en matematisk teori, spelteori. Boken kom att revolu-
tionera nationalekonomin och spelteorin har sedan dess blivit vitt anvénd for
att analysera méangder av verklighetsbaserade problem fran vapenfragor till op-
timalt politiskt val av presidentkandidater. Spelteorin &r idag etablerad savél
inom den sociala vetenskapen som inom ett stort omfang av andra vetenskaper.



I och med boken sa blev slutet av 40-talet och borjan av 50-talet en spadnnan-
de period inom spelteorin. P4 Princeton gjorde John Nash grundjobbet bland
annat for den generella non-kooperativa spelteorin. Lloyd Shapley definierade
vardet for koalitions spel, tog initiativet till teorin om stokastiska spel och till-
sammans med John Milnor utvecklade de foérsta spelmodellerna med oédndligt
antal spelare. Harold Kuhn introducerade begreppen om beteende, strategi och
perfekta spel. A. W. Tucker hittade pa historien om “fangens dilemma”.

Von Neumanns och Oskar Morgensterns bok accepterades forst inte helt av
ekonomerna. Det tog néstan ett kvarts sekel innan ekonomerna férstod att man
hade stor nytta av spelteorin inom bland annat militdra tillimpningar. I och
med detta tog spelteorin en stor del inom ekonomisk teori.

1.2.1 John Nash

1994 fick John. F. Nash Jr tillsammans med John Harsanyi och Reinhard Sel-
ten nobelpriset i ekonomi for sina tillimpningar av spelteorin inom ekonomisk
vetenskap (spelteoretiska jamviktsbegrepp). Nash klargjorde skillnaden mellan
kooperativ och non-kooperativ spelteori och utvecklade for den senare det jam-
viktsbegrepp som har kommit att kallas Nash-jamvikt.

Nash-jamvikt avser en strategikombination som utmérks av att ingen spelare
kan forbattra sitt utfall genom att byta strategi och kidnnetecknas av att ingen
av de inblandade aktorerna skulle ha anledning att &ndra sitt eget beslut om
de i forvag kant till 6vriga aktorers beslut. Nash-jamvikt kan sigas vara en
generalisering av de jamviktsbegrepp som tidigare inforts.

Nash formulerade ocksa en matematisk modell fér férhandlingar och ett 16s-
ningsbegrepp, Nashs féorhandlingslésning, som bada har varit mycket fruktbara
bade inom spelteori och inom ekonomisk analys. Nashs insats inom spelteorin
har drag av genialitet. Vid tjugo ars alder hade han formulerat de begreppsliga
verktyg som gjorde det mojligt att forverkliga spelteorins ursprungliga syfte att
tjina som underlag for den ekonomiska analysen. Ett tiotal ar senare avbrots
Nashs forskargérning av en lang period av psykisk ohélsa.

1.2.2 Efter Nash

Sedan John Nashs epokbildande arbeten fran borjan av 1950-talet gar det en
skiljelinje mellan en kooperativ och en non-kooperativ gren inom spelteorin. Den
kooperativa grenen, som hade en storhetsperiod under 1950- och 60-talen, forso-
ker bestamma I6sningar till spel genom att studera de utfall som olika grupper
av spelare kan astadkomma genom forhandlingar och koalitionsbildningar. Den
non-kooperativa spelteorin intresserar sig i stillet for den process som leder fran
spelarnas 0msesidiga forvantningar till deras strategival. Denna process resulte-
rar ofta i nagot slags jamvikt, och en viktig fraga i sammanhanget &r om denna
jamvikt gar att féorena med ekonomisk effektivitet.

Den non-kooperativa ansatsen har varit klart dominerande sedan slutet av
1970-talet, delvis tack vare viktiga arbeten av John Harsanyi och Reinhard Sel-
ten. Selten har utvecklat Nashs jimviktsbegrepp for analys av dynamiska spel
i vilka spelarna agerar vid flera olika tidpunkter. Han har visat att vissa Nash-
jamvikter i sddana spel bygger pa icke-trovirdiga hot, dvs. spelarnas strategier
innehaller hot som de inte &r beredda att verkstélla. Genom att stélla upp ett
starkare villkor, perfekt jamvikt, ville Selten garantera jamviktsstrategiernas



trovéardighet. Harsanyi utvecklade en metod for att analysera situationer med
ofullstdndig information, t.ex. om spelarnas malsattningar, vilket har mojlig-
gjort en O6kad realism i tillimpningen av spelteorin pa ekonomiska fenomen.

1.2.3 Tilldimpningar inom biologin

Inom biologi anvénds spelteori frimst som metod for analys av de evolutionéra
konsekvenserna av komplex véixelverkan mellan individer, foretradesvis av sam-
ma art. Varje individ antas tillimpa en uppséittning regler “en strategi” som
ar genetiskt betingad men som samtidigt kan vara mer eller mindre flexibel,
dvs. olika beteenden kan tillimpas i olika situationer. Kostnader och vinster
for alternativa strategier definieras som minskad respektive 6kad fitness (fram-
gang i friga om fortplantning och 6verlevnad); dessa beror i det typiska fallet
av vilka strategier de andra individerna tillimpar. En stabil 16sning, sa kallad
ESS (evolutionért stabil strategi), som &r ett exempel pad Nash-jimvikt, dr en
strategi som inte kan slas ut av alternativa strategier. Exempel pa biologiska
problem som analyserats spelteoretiskt ar kampbeteenden hos djur, uppkoms-
ten av stabila sociala konstellationer (t.ex. flerariga familjegrupper eller livslangt
partnerskap) och evolution av flyttnings- och spridningsbeteenden.



2 Spelteori

2.1 Tva-personers noll-summa spel

Det anses generellt att sa kallade tva-personers noll-summa spel har astadkom-
mit mycket inom modellformullering och analys. Alla spel vi beskriver hér invol-
verar tva personer som betecknas P; respektive P,. Termen noll-summa betyder
helt enkelt att vad P; vinner, forlorar Ps.

2.1.1 Ex 1, UDDA, JAMN
Regler.

Béagge spelare viljer antingen talet 1 eller 2 utan att veta den andres val. D&
valen offentliggors sa betalar antingen P; en krona till P eller betalar P, en
krona till P; beroende pa om summan av de valda talen &r udda eller jamn.
Eftersom P; antingen kan spela pé 1 eller pa 2, sa formulerar vi dessa bada
“strategier” som s; respektive so. For P, skriver vi t; respektive t5 och kan sa-
ledes stélla upp vad vi kallar en “vinstmatris”,

t1 1o
S1 1 -1
S9 -1 1

dér talet pa raden ¢ och kolonnen j representerar summan som P; vinner fran
P, da P spelar s; och P, spelar t;.

Flera spel, dédribland “krona eller klave” ger identisk vinstmatris och betraktas
dérfér som samma spel.

2.1.2 Ex 2, MORRA
Regler.

Spelarna ska samtidigt visa ett eller tva fingrar mot varandra och pa samma
gang siga varsitt nummer. Om detta nummer for en av spelarna &r det samma
som summan av bada spelares fingrar, s vinner denna spelare summan av fing-
rarna. Om bégge spelare gissar rétt/fel sa blir det ej ndgon betalning. Spelarna
har saledes fyra mojliga strategier. Spelaren kan visa ett finger och gissa pa tva
eller tre, eller kan han visa tva fingrar och gissa pa tre eller fyra.

s;; och t;; far hér betydelsen “visa i fingrar och gissa j”. Vinstmatrisen blir:

t1o  t13  tog  fog
S12 0 2 -3 0
S13 -2 0 0 3
S23 3 0 0 -4
So4 0 -3 4 0

Vi formulerar och definierar vad vi sett hittills.




2.1.3 Definition

Ett tva-personers noll-summa spel I" bestar av ett par av méangder S och T och
en reell-vird funktion ¢ definierad av par (s,t) dir s € S och t € T
Terminologi. Elementen s och t av S och T kallas strategier for spelarna P
respektive P,. Funktionen ¢ kallas vinstfunktionen eller bara vinsten.

Tolkning. Talet ¢(s,t) d&r summan som P, betalar P, da P; spelar strategin s
och Py, strategin t. Termen noll-summa som tidigare ndmnts betyder helt enkelt
att vad py vinner, forlorar Ps.

Beteckningar. Vi beskriver spelet I' med strategi-méngder S och 7', och vinst-
funktion ¢ genom att skriva (S,T;¢). Om méngderna S och T &r dndliga, si
kan vinsten ¢ beskrivas av en matris. Dessa spel kallas matrisspel.

2.1.4 Ex 3, BLUFF
Regler.

Man ligger tva kort mirkta HOG och LAG i en hatt och P; drar ett kort
och tittar pa detta. Notera att det endast dr P; som drar ett kort under hela
spelets gang. P, vet alltsa ej vilket kort han besitter. P; kan da antingen ldgga
sig s; eller satsa ss. Da han ldgger sig far han betala P, summan a > 0 om han
har LAG, och d& P; satsar maste P, antingen ligga sig och betala P; summan
a eller syna ts. Om P, synar far han betala eller ta emot summan b > a fran
Py, beroende pa vilket kort han har.

Vi kan direkt forkasta en strategi for Py, namligen att ligga sig da han far HOG.
Vi illustrerar reglerna nagot lattare nedan.

o P lagger sig

— P, lagger sig
% Py vinner a (HOQ)
x Py forlorar a (LAG)
— P, synar

* Py vinner b (HOG)
s Py forlorar a (LAG)

e P satsar

— P, lagger sig
* P vinner alltid a
— P, synar
* Py vinner b (HOG)
« Py forlorar b (LAG)

Nér vi bygger upp vinstfunktionen maéaste vi ta hansyn till férvintningar.
Om P; spelar s, och P, spelar t; och eftersom P; har HOG eller LAG med
sannolikheten 1/2 sa &r forvintade vinsten i det laget noll.

Om P, spelar s; och P, spelar t; vinner P; summan a oberoende av korten.
Om P; spelar s; och P, spelar t5 s& vinner P; summan b da han har HOG,
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vilket &r hélften av tiden, och forlorar a den andra hélften. Férvantningen blir

a b a _ b—a
alltsd 3 — § = >=5°.
ts 1
Sg 0 a
S ZFT‘I 0

2.2 Losningar till spel (Blandade strategier)

Vi fortsdtter nu med att 16sa vara exempel. Vi betraktar till att borja med en
spelare P; som ska spela UDDA, JAMN. Han vet ingenting om i fall P, lutar
at att spela en strategi 6ver en annan. Under dessa villkor kan P; inte forvinta
sig battre dn att gd jAmnt upp, och for att gora detta ar det lattast for P; att
bara kasta ett mynt och vilja strategin s; for krona och sy for klave. Det &r
dock viktigt att kronan har just sannolikheten 1/2 att visa respektive strategi,
ty om P; skulle spela s; med storre sannolikhet én 1/2, si skulle P, erhalla en
positiv forvintning genom att spela to.

Sammanfattningsvis kan vi siga att det optimala forfarandet for P; (och P,
av symmetriskil) dr att slumpvis vélja en strategi, men med lika stor sannolik-
het for den andra. Losningen kan for manga anses som trivial, men &r bra som
grund.

Vi betraktar saledes spelet MORRA vars 16sning ej &r lika sjdlvklar.
Vinstmatrisen hade féljande utseende:

t1 to t3 14
S1 0o 2 -3 0
ss | -2 0 0 3
s3] 3 0 0 -4
Sy 0 -3 4 0

Eftersom spelet dr symmetriskt, kan vi bara vélja ett tillvigagangssatt som ger
Py en forvantning av att ej forlora, darfor att P, bara skulle kunna “kopiera” ett
tillvagagangssatt vilket skulle innebéra att vinsten blir noll. Vi faststéller att
ett sddant sitt for Py dr att vilja mellan so och s3 med sannolikheten 3/5 for
s9 och 2/5 for s3. Vi tittar nu pa vad som hédnder med denna procedur da P,
véljer strategi.
Antag att P, véljer att spela t1. Mot denna strategi har P; en sannolikhet pé
3/5 att forlora 2 och en sannolikhet p& 2/5 att vinna 3. Vinsten blir saledes:

3 2

S(-2)+(3)=0

Da P, viljer att spela t, eller t3, star det klart att ingen av dem vinner.

Slutligen om P; spelar ¢4 sd vinner P; 3 med sannolikhet 3/5 samt forlorar 4
med sannolikhet 2/5. Férviantad vinst blir:

Py kan alltsa forvanta sig en vinst pa minst noll och proceduren blir optimal.
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Vi kan faktiskt visa att méngden optimala procedurer ar odndligt manga.
Lat P; vélja mellan so och s3 och sannolikheten for att vélja sy vara ett tal
mellan 4/7 och 3/5. Vinsten blir som tidigare noll mot t5 och t3. Mot ¢ far vi:

p(=2)+(1-p)(3)=-5p+3=0
ty p< 2

och mot #4:

4
typ2> =

2.2.1 Definition

Lat T vara spelet (S,T;¢). En blandad strategi o for P; dr en reellvird funktion
definierad 6ver S sddan att:

o(s) =0 (1)
och
o(s)=0 (2)

for alla utom en &ndlig summa strategier s av S,
och slutligen

> a(s)=1 (3)

seS

Analogt giller fér en blandad strategi 7 fér P». Méngden av alla blandade
strategier for P; och P skriver vi som <S> respektive <T>.
Tolkning. Talet o(s) representerar sannolikheten for att P ska spela strategin
s. For att verkligen skilja mellan blandade strategier, o och 7, och vad vi ti-
digare definierat som strategier, s och t s& kallar vi det senare for rena strategier.

Vi utvidgar nu var vinstfunktion till blandade strategier.

$o,7) =Y o(s)T(t)e(s,t)

s,t

Uttrycket ar det forvantade virdet av vinsten da P; spelar o och P, spelar 7.
Vi betecknar var utvidgade funktion pa foljande sitt:

<I'>=(<S><T>;9)

For matris-spel betecknar man géarna blandade strategier pa ett speciellt
sitt. Om S och T innehaller m respektive n strategier skriver man dessa som
81yt Sm OCh t1, -+ Ty,
samt skriver vinstfunktionen ¢(s;,t;) som a;;. En blandad strategi for P; ges
av en m-vektor & = (&1, -+, &), dir & dr sannolikheten for s;. P4 samma sitt
ary = (n1,- -, n,) for Ps.

Forvantade vinsten blir:
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dla,y) =D &aijn; = xAy

2]

dér A &ar vinstmatrisen for spelet.
En 16sning till spelet Morra blir nu en blandad strategi

if:(&p,l—p,@),%ﬁpﬁ

[$2][S)

Vi visar att detta &r de enda blandade strategierna med en férvintning pa minst
noll oavsett strategi fran P,. Detta gor vi genom att med hjalp av utvalda stra-
tegier for P, tvinga Pj till att spela pa detta sétt.

Vinstmatrisen for spelet var:

ty to t3 iy

s1| 0 2 -3 0

ss -2 0 0 3

ss| 3 0 0 -4

s4 | 0 -3 4 0
2.2.2 Bevis

Lat z = (&1,&2,&5,&4). Vi borjar med att bestdmma &; och later y = (0, %, %, 0).
Vinstfunktionen blir:

$(x,y) = 7(261 — 384) + 3(=3&1 +484) = —7&
- fl =0
, ty §&1 >0 och ¢(z,y) >0
Pa samma sétt for &4, lat y = (0, %, %, 0). Da far vi:
Pz, y) = 2(26 — 3&) + 2(—3& +48) = — £
- 54 =0
) ty 54 > 0 och d)(l'vy) > 0

Sedan om &5 > %, lat P, spela t; vilket ger
d(x,t1) = =264+ 3(1 — &) =—-5&+3<0
och slutligen om & < % lat P5 spela t4 vilket ger
¢($,t4) = 352 — 4(1 — 52) = 752 —4<0

V.S.B.

2.3 Vardet av ett spel

Vi tittar nu pa spelet BLUFF vars matris var

ts 1

Ss 0 a

s boa
l 2
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Eftersom spelet ej dr symmetriskt ar det heller ej uppenbart vilken vinst P;
kan forvianta sig. Antag nu att P; spelar blandade strategin T = (gjr—z, b%r—aa)
Vad blir d& hans forvéntade vinst?
Vi sétter upp vinstfunktionen och kollar:

_ a(b—a) a(b—a)

o(z,y) = %(0'771 +anz) + %(%Ul +0-m2) = b 2t T =

b— b—
%(7]2 +nl) = a(l7+aa)
Py kan alltsa forvinta sig w = a(bl:aa) oavsett strategi fran P». Med andra

ord kan P; forsékra sig om att fa minst w vilket &r ett positivt tal, ty b > a. Vi
ser att det ar 1onsamt for P; att bluffa.

Efter detta kan man visa att P; ej kan garantera en hégre vinst &n w genom att
lata P, spela §j = (lfTaa’ IZ;-T-Z) Om P» spelar § kommer namligen P; att vinna
w oavsett strategi. Da w ar hogsta garanterade vinst for P, ser vi att w spelar
samma jamvikts-roll som noll gjorde i de foregiaende exemplen. Detta kallas
spelets varde. Alltsa, de blandade strategierna T och 7 kallas optimala och w
kallas spelets virde. Tillsammans utgor de lsningen (Z, g, w).

2.4 Kombinatorisk spelteori

Ett kombinatoriskt spel ar ett spel som spelas mellan tva eller flera personer.
Spelet ar kooperativt till sin natur, d.v.s alla spelarna har information om for-
utsdttningarna nar de gor sitt drag, och deltagarna gor inga drag samtidigt.
Slumpen &ar utsluten. Exempel pa kombinatoriska spel &r schack, othello, nim
och “forst till tjugo”.

2.4.1 Forst till tjugo

Forst till tjugo spelas mellan tva spelare, dar den som séger tjugo forst vinner
spelet. Spelarna réknar i tur och ordning fran 1 till 20 och varje spelare har att
valja mellan att rdkna ett eller tva tal framat. Den forste spelaren kan exempelvis
siga “ett” eller “ett, tva”. Om han skulle siga “ett” kan motspelaren siga “tva’
eller “tva, tre”. Om den forste spelaren istéllet sdger “ett, tva” kan den andre
spelaren saga “tre” eller “tre, fyra”, och sa vidare. Om nagon av spelarna kan
saga “sjutton” forst s& kommer han att ta hem spelet, d& maste motspelaren
sidga antingen “arton” eller “arton, nitton”. Ska man vara sidker pa att vinna
spelet maste man halla redan pa talen 2,5,8,11,14,17 och 20. Om man dividerar
dessa tal med 3 sé ger de rest 2. Alla dessa tal &r med andra ord kongruenta
med 2 modulo 3. Vart vinststrategi ar att sluta rdkna pa ett tal kongruent med
20 modulo 3. Om vi istéllet sdtter vinststal till N, och k &r maximal antal steg
som man kan ga framat. Vinsttaktiken dr da att sluta rdkna pa tal som &r
kongruenta med N modulo k+1.
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3 Beslutsteori

Nytta - Nagot som har fordelaktig, kvarstiende verkan pa visst
omrade, for viss person eller verksamhet etc.

Nationalencyklopedin

Utgangspunkten for alla typer av beslutsfattande ar att det finns flera olika
handlingsmdjligheter. Varje mdjlig utfallsmojlighet virderas. Oftast gors detta
med hjélp av referenser i vardagslivet, sd som tex pengar eller tid. Da detta
inte &r mojligt kan en mer teoretisk virderingsskala anvindas, den sa kallade
nyttoskalan. I enklare fall kan det vara sa att ett visst beslut direkt ger dig en
form av nytta, medan det i andra fall kanske kravs att ditt beslutsalternativ i
sin tur genererar nagot som ger dig nytta.

3.1 Beslutsprocess

“Du har bjudit hem tva vianner pa middag. Under tiden du duschar brénns
maten vid. Den &r ndstan helt forstord men du lyckas rddda kycklingfiléerna.
Potatisen dr dock helt forstérd. Géasterna kommer om en halvtimme. Vad gor
du?”

A. Du slianger pa dig kladerna, kastar dig pa cykeln och aker och kdper nya
potatisar i ndrmsta affar.
B. Du ringer efter pizza.

Det finns ménga olika sitt att komma fram till ett beslut. Allra enklast &r
kanske att singla slant. Men det utfall man da far dr kanske inte det man 6ns-
kar. Da har vi istéllet ett annat alternativ, vi bestimmer oss for en forutsattning.

“Du vill bestdmt ha nagot fardigt att bjuda pa nar dina vinner kommer.”
D4 maéste du utesluta alternativ A eftersom detta tar for lang tid.

Detta exempel illustrerar en enkel form av beslutsfattande. Denna modell
kan sammanfattas i tre punkter:
1. Konsekvenserna av varje handling betraktas.
2. Konsekvenserna virderas beroende pa dess 6nskvardhet.
3. Beslutet tags sedan med hjilp av virderingarna.

I forsta steget av beslutsprocessen virderas beslutets betydelse. Utifran detta
inh&mtas och bearbetas information. Bade mdojligheten och viljan att inhédmta
information bestdms av hur stor betydelse beslutet har. Detta utgor steg tva.
Innan denna process ens har borjat har beslutet fargats av beslutsfattarens egna
asikter. Ett beslut kan saledes aldrig vara helt objektivt. I tredje steget kommer
aterigen beslutfattarens egna asikter in i bilden d& han eller hon skall vélja ut
det mest gynsamma alternativet. Har kan &ven andra metoder sa som besluts-
trad, diagram, tabeller och simuleringar anvindas.

For vart exempel géller foljande:
1. Det tar lang tid att dka och képa potatis, men det &r dyrt att képa pizzor.
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2. Jag vet att mina vénner dr hungriga och darfér kommer dom uppskatta att
maten ar fardig. Om jag koper pizza far jag ddremot mindre pengar kvar.

3. Jag anser att det &r viktigare for mig att mina vinner blir néjda &n att jag
har mycket pengar kvar efter middagen.

Hade du istéllet valt att vara sa ekonomisk som mdjligt sa hade du valt
alternativ A, eftersom detta blir mycket billigare och s& hade dina vinner helt
enkelt fatt vinta pa sin mat.

3.2 Beslut under sakerhet

Att fatta beslut under sidkerhet innebér att alla méjliga utfall &r kédnda. Det
aterstar darmed enbart for beslutsfattaren att rdkna ut nagon form av jamfo-
relsetal for de olika utfallen och sedan rangordna dessa efter hans eller hennes
egna intressen. Teoretiskt ar detta inte svart, men i praktiken kan det ibland
vara svart om utfallsalternativen &r manga.

3.3 Beslut under osakerhet

I exemplet ovan vet vi att vilket alternativ vi &n tar sa kommer vi att fa ett
resultat som vi kénner till. I andra situationer kan dock resultatet av ett visst
val vara okadnt. Man kan inte sédtta upp utfallssannolikhter. Detta kan bero pa
att slumpen avgor resultatet av ett visst val, att man till exempel har naturen
som motstandare eller att man dr beroende av vad en annan person beslutar.
En sadan situation kan till exempel vara foljande:

“En fange har rymt fran fangelset. For att ta sig hem maste han passera ett
bevakat omrade. Detta omrade ar indelat i tva pa varandra foljande zoner, zon
A och zon B. Fangen maste alltsa ta sig igenom bada zonerna. Polisen spanar
efter honom med helikopter. Det finns tva helikoptrar i luften som spanar obe-
roende av varandra och dom bevakar antingen en zon var eller sa adr bada tva
inom samma zon. Han har mdjlighet att lifta igenom en zon, men maste ta sig
till fots igenom den andra. Att lifta innebér att han blir osynlig for poliserna i
luften. Om han viljer att ta sig till fots genom en zon dér det inte finns nagon
helikopter s& dr sannolikheten att bli upptéckt och gripen lika med noll. Ar den
ena av helikoptrarna i zonen ar sannolikheten att bli upptikt 0,2 i zon A och
0,4 i zon B. Ar biigge planen i zon A blir sannolikheten att bli upptickt 0,2 +
0,2 - 0,2- 0,2 = 0,36. Motsvarande i zon B 4r 0,4 + 0,4 - 0,4 - 0,4 = 0,64.”

Rymlingen sdtter upp ett schema Over sin sannolikhet att bli gripen i de oli-
ka zonerna, beroende pa hur helikoptrarna spanar.
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D 1-p

Rymlingen synlig Rymlingen synlig

izon A izon B rad min
Helikopterspaning i
zon A + zon A 0,36 0 0
Helikopterspaning i
zon A + zon B 0,2 0,4 0,2
Helikopterspaning i
zon B + zon B 0 0,64 0
kolumn max 0,36 0,64

Med hjélp av detta kan han fa fram den handling p, som gynnar honom mest.
Detta kan ske antingen genom en grafisk 16sningsmetod, eller genom teoretiskt
raknande. En grafisk 16sningsmetod blir dock inte exakt, s& han véljer att ge-
nomféra det teoretiskt. Det forvintadet viirdet betecknas EV (expected value).
Foljande berdkningar av EV gors:

EV(AA) =p-0,36 + (1-p) - 0 = 0,36p

EV(AB) =p-02+(1-p)-04 = 04-02p

EV(AA) = EV(AB) ger 0,36p = 0,4 - 0,2p vilket ger p = 5/7 och
EV(AA) = EV(AB) = 9/35

Rymlingens blandade strategi blir d& 5/7 A + 2/7 B och hans forvintade
sannolikhet att bli gripen nér han tar sig igenom omrédet blir 9/35. Detta in-
nebér att han i snitt bor véalja att ta sig till fots genom zon A och lifta igenom
zon B.

3.4 Nyttoresonemang

Lat oss nu anvénda dnnu en teori for beslutsfattande, nyttoresonemang. Detta
innebér att man tilldelar alla valmdjligheter olika manga“nyttopoéng”.

I detta exemplet utgér vi fran ett foretag, vars chef ska fatta ett beslut om var-
ifran man ska kopa in en viss vara som kréavs for att producera en av foretagets
produkter. Det finns tre olika mojligheter att vilja mellan, dessa presenteras
hér som méjlighet A, B respektive C.

A. Hér kops varan in fran en fabrik i Kina dér de tillverkas av daligt avlénade
barnarbetare. Priset &r lagt, 5 kronor per vara och kvaliteten ar okej. Frakten
till Sverige ar 1ang och man kan rakna med att 20 % av varorna gar sonder.

B. Varorna koéps in direkt fran produktionen i steuropa dér arbetsforhallande-
na och l6nen {6r arbetarna ar dalig. Priset dr 10 kronor per vara och kvaliteten
ar medelh6g. Transporten till Sverige &r inte ldng men dnd& gar cirka 5 % av
varorna sonder.

C. Varan tillverkas i Sverige dér arbetsforhallandena haller god klass och for
varan far man betala 15 kronor. Kvaliteten &r mycket bra och under transpor-
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ten gar endast cirka 1 % av varorna sonder.

Chefens uppgift &r nu att utifran dessa fakta fatta ett beslut om vilket al-
ternativ som ska anvidndas. Detta gor han genom att sammanstélla en tabell.
Han vérderar de olika aspekterna genom att tilldela dom poéng mellan noll och
tio, dar tio ar det béasta. I exemplet far vi foljande tabell och virden:

A B C
Pris 10 7 4
Arbetsforhallande 0 4 10
Frakt 3 5 9
Kvalitet 2 6 9

15 22 32

Ur tabellen kan man enkelt avlisa att alternativ C &r det for foretaget mest
gynnsamma alternativet utifrdn de aspekter man har tagit hansyn till.
Aven om foretaget och beslutsfattaren i exemplet har fatt ett vildigt klart besked
om vilket av alternativen som &r mest gynnsamt dr det inte sdkert att dom foljer
resultatet. Tvartom ar det mycket vanligt att foretagsledare fattar beslut utifran
sin egen “magkénsla” och inte systematiskt.
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1 Inledning

Informationsteorins utveckling tog fart 1948 d& ClaudelfarShon publicerade sin arti-
kel ‘A mathematical Theory of Communication‘. Den publiades forst i Bell Systems
Technical Journal. Shannon definierade ett flertal begmeqp information samt dess
bevis. Shannon forklarade varfor ett logaritmiskt systendet basta da information
skall beskrivas matematiskt. Definitionen av entropi sonketnmunikationssystems
osékerhet harrdr ur Shannons artikel. Som ett direkt r@sait Shannons arbete har
sjalvrattande koder p& cd- och dvdskivor utvecklats. Aditil teknik som vi anvander
idag har Shannon att tacka for sin snabba utveckling sed#al&0

2 Information

Nar ett meddelande skickas fran en kalla till en mottagarsten@eddelandet kodas pa
nagot satt sa att det blir lattare att 6verforas. Hos moteagappstar da ett grundlag-
gande problem, nar meddelandet ska avkodas finns det dthastat utfall. Vilket av
de mojliga utfallen ar det som skickades fran kallan?

Om det ar ett andligt antal utfall i mangden kan det antalet eh funktion av det anta-
let anses vara ett matt pa informationen som produceras d&étjar utfall i mangden.
Av flera anledningar &ar en logaritmisk funktion den mest awlgara. Ofta varierar tid,
bandbredd linjart logaritmiskt med antalet méjligheteesButom kanns det logiskt att
tva identiska kanaler har dubbel kapacitet att sanda irdtion. Aven matematiskt &r
det mer anvandbart da operationerna blir lattare att geti@idgaritmiskt.

3  Kommmunikationssystem

Ett kommunikationssystem bestar huvudsakligen av fenrdela

1. Eninformationskéalla som producerar ett eller flera méataie som ska skickas
till en destionation. Meddelandet kan vara olika typer,etvens med bokstaver,
en funktion av tiden (radio) eller en funktion som beror aveleariabler (svart
vit TV), flera funktion av flera variabler (farg TV).

2. En sandare som dverfér meddelandet till en signal som&aaes 6ver kanalen.

3. En kanal som vidarbefordrar signalen frn sandare tiltagare. Det kan vara
sladdar, radiofrekvenser, ljud, ljus etc.

4. En mottagare som Overfor meddelandet fran signalformdét ursprungliga
meddelandet.

5. Den destination som meddelandet var avsett for.

D& signalen sands i kanalen kan det finnas stérningar somdiassignalen. Trots
det ska mottagaren kunna dverséatta signalen till det ungtiga meddelandet.

Shannon valde att dela in kommunikationssystemen i olikadaier: diskreta,
kontinuerliga och och ett tredje som &r en blandning av déinsia. Det diskreta kom-
munikationssystemet karakteriseras av att sdval meddielsom signal ar en sekvens
av diskreta symboler. Ett exempel ar telegrafi dar det urggiga meddelandet &r bok-
staver och signalen som skickas bestar av punkter och mafhah den har rapporten
behandlar vi uteslutande diskreta kommunikationssysfnkontinuerligt system far



vi da bade meddelande och signal utgérs av kontinuerligktimmer. Vid den tredje
kategorin utgérs meddelande och signal av bade diskretaa@moch kontinuerliga
funktioner.

4 Diskret kanal

Telegrafi &r en diskret kanal for att sdnda information. Sbardefinierade en diskret
kanal som en sekvens av val fran en andlig ma®gd..S, kan sandas fran en sandare
till en mottagare. Varje symbol har en viss utbredning i #idd#t sands 6ver kanalen,
det behdver dock inte vara detsamma for alla symboler. lystemn behéver inte alla
sekvenser a, vara tillatna. Men hur mater man da kanalens mojlighet agtfiva
information?

Nar det galler fjarrskrift (som var den férsta enheten fémkounikation mellan man-
niska och dator) och likt telegrafi &r en diskret kanal aneéimdan sig av att att det
finns 32 symboler till hands. Varje symbol representerasiiéar av information om
systemet da sander n symboler per sekund &r kanalens maXeyzcitet b bitar per
sekund. Huruvida systemet kommer upp till den kapaciteézarpa informationskal-
lan.

Shannon generaliserade begreppet och definierade kaaaitetpn av ett system med
olika ldnga symboler och tillatna sekvenser som

i J0gN(T)
S

darN(T) ar antalet tilldtna signaler under tid&n

En diskret informationskélla kan betraktas som en markosgss och osékerheten i
systemet kallas for dess entropi. Dessa begrepp ska diakutérmre i rapporten nu.

5 Entropi

5.1 Definition av entropi

For att mata tathet av information borjar vi med att méta egéiten i ett slumpexpe-
riment. Sen visar vi att entropi &r en bra matt for informatinangden som man kan
f& genom att utféra experimenten.

5.1.1 NAagra begrepp inom sannolikhetslara

Anta att vi har ett slump experiment, t.ex. att kasta ett ngfier en tarning. Experi-

mentet har ett andligt antal méjliga resultat och i varjestikfar vi ett enda resultat. Ett
andligt utfallsrum ar méngden av alla dessa (n) utfall. Eimdagd av rummet heter
en handelse, t.ex. handelsen att fa 1 i ett tarningskast ingéallsrummet och ar en

utfall. Handelsen att fa 7 i en 6 sidig tarning &r en omgjligdiése - en tom delmangd
i utfallsrummet. Ett delmangd som innehaller ett eller ingéall kallas elementéar han-
delse. Varje handelse har en sannolikhet. En diskret siekasriabel:

X = X1, X254, Xiy -+, Xn 1§|§n



ar en avbildning fran utfallsrummet till de reella talen tRebetyder att man férvandlar
handelsen till ett tal. Varje utfall har en sannolikhet, a&for har ocksa varje varde
av X en sannolikhet & p < 1. OmX = x; blir p(x;) sannolikheten for handelsen. Mer
allmant:

p(x) = (p(xl)ap(X2)7"'ap(Xn)) = (p15p27"'apn)
Det géller att summan av sannolikhetelfa ; px = 1.
VantevardeE(X) definieras av:

E(X) = kﬁ B (%) ®
=1

darF (Xg) ar en reellvard funktion. E(X) betyder ett medelvarde aultasen av expe-
rimenten om man anvander funktionen F, eller det foérvantzdeet av experimenten.

5.1.2 Entropin och dess egenskaper

(A A
A= ( 05 05 )
| utfallsrummet A kan vi inte forutse resultatet. Vi kan s@didet finns en stor osaker-
het i experimenten. Men i fallet

s_( Bl B
~\ 095 005

kan vi med stor sékerhet forutse resultatet. Har finns ligkexhet. Slutligen i

[ C G
c= < 10 00 >
sa inneholler utfallsrummet C ingen osakerhet alls, ragittav experimenten ar enty-

dig. C &r ett system/experiment som har ett enda lage/a¢sult
Man kan visa att ett bra matt pa osakerheten ar entropin:

Titta pa foljande utfallsrum:

H(p1,p2;---,Pn) = kipklog(pk) (2

dar vi definierampglog(pk) = 0 om px = 0. Basen till logaritmen &r konstant men god-
tycklig. | kommunikations sammanhang ar det populart meskb® eftersom den ger
en bekvam bas for binara/digitala berakningar. Nagra eeémp

1. Entropin av mangden A &r
H(A) = —0.5l09(0.5) — 0.5109(0.5) = — Iog(%) =log(2)

Om en mangd A innehaller n sannolikheter med konstant siheblp, = %
(t.ex en tarning eller ett mynt) och mangden B innehallerséck utfall men
med sannolikheter som inte &r lika bHr(A) = log(n) > H(B). Detta ska vi visa
allmant nedan. Uttryckt pa ett annat satt: Om A &r en andFagllstum med n
mojliga resultat och n sannolikheter bitif A) < log(n)



2. Entropin fér méngd B ar

H(B) = —0.95l0g(0.95) — 0.05 log0.05)

Dar —0.95l0g095 ar mycket néra noll, och

—0.05l0g0.05) = o.o5|og(%))

= 0.05log20) = 0.05log(4) + 0.05log 5)
= 0.1log(2) +0.05log55) = 0.15l0g2) + 0.05l0g2.5)
som vi kan jAmféra med resultaten for entropin av méangd A.

3. Entropin for méngd C:

H(C) = —0log(0) — 1log(1) =0

Nar man utfér experimenten eliminerar man osakerheten &chtf entydigt resultat.
Man kan saga att genom utférandet av experimenten erhalerinformation. Om

osakerheten i experimenten ar liten kan man férutse reésaoltech da erhaller man lite
information. Om & andra sidan osékerheten ar stor (somligrtfenmet A) vinner man

mycket information, eftersom man inte kan férutse resettatnformationen ar direkt
relaterad till osakerheten sa man anvander entropin somagrpéninformationen i ut-

fallsrummet.

For ett forsok med n mojliga utfall blir entropin storst déaasdannolikheter ar lika
p = fracln. For att visa detta behdver vi en hjdlpsats, IT olikheten:

log(r) < (r — 1)log(e). 3)

bevis: man flyttar log) till hdgre delen. sen deriverar man hdgre delen och visar ge-
nom teckenstudium att funktionen alltid stdrre &n noll.

1. basbyte for logaritmer: [xX) = —'f;gé’(g) :

2. egenskapen (n) = In(r) — In(1).
3. att anvédnda medelvardesatsefir Jr-In(1) = %(a— b)

Vi ska bevisa atH (A) < log(n) < H(A) —log(n) < 0 dar n &r antalet handelser i A.

H(&)—logln) ~ — 3 pdog(p —login
=1

n 1 n
plog(—) — > pklog(n)
kZl Pk kzl

n 1
k; pk<log<a) —log(n))
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Figur 1: En bild av funktionerna r-1 och In(r):

1
pkn

= ipkmg( )
k=1

n 1
< kZl pk(% —1)log(e)
= Iog(e)(ki% - ki px) = log(e)(1—1) =0.

En annan egenskap hos entropin &r att den inte &ndras omgérl&g en eller fler
omdjliga handelser och deras sannolikheter (som alltidodly:nV/i l&gger till en sex
sidig tarning den omdjliga handelsen att fa 7. Utfallsrurhidie:

A ( 1 A2 A3 Ar A As Ay )
{1 1 1 1 1 1
6 6 & 6 6 6
H(A) = —6% Iog(%) —0log(0) = log(6) som a&r lika med entropin utan den omdjliga
héndelsen.

5.2 Entropi av tva utfallsrum

Om det finns tvd andliga utfallsrum (A,B) med n respektive mdeiser ar deras
sannolikhetengy, q;).

1) Entropi av oberoende utfallsrum:

Anta att A, B ar oberoende av varandra, dvs sannolikhetemtftirsamma prov av
experimenten f& handelserAgoch B, ar pcq = Tiy. D& bildar alla handelsernB
och deras sannolikhetag en &ndlig utfallsrum (methn h&ndelser) som vi kallar pro-
dukten av A och B. vi far:

—H(AB) = T log(T )
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pka log(pkar)

I
™
Mz M3

S5

pkal (log(pk) + log(ar))

=~

sl
=
Il

1

= k; Pk log(px) l;CII + l;q log(ay) k; Pk
= —H(A) —H(B).

Entropin av produkten av tva oberoende utfallsrum ar sumawvasteras entropier. Ett
exempel av en produkt av tva utfallsrum &r kast med tva tgarin
2) Entropi av beroende utfallsrum:
Anta nu att de tva utfallsrum &r beroende av varandra glk&ara sannolikheten att
handelseiB, uppkommer givet att handelsék) uppkommer.

Vi definierarHa(B) = Y_; pkHk(b). Man kan se paia(B) som vantevardet av
B om handelser\x med sannolikhepy har intréffat. (se definitionen av vantevardet
ovan). Det galler atHa(B) < H(B). RelationerHa(B) < H(B) betyder for beroende
A,B att kAnnedom av A och dess entropi, kan endast minskagintav B. Informa-
tionsmassigt betyder relationen att vi kan endast minskagehén av informationen
som vi far av B. Ett exempel: i engelska ord kommer det alltidie efter ett 'g’. Vi
kan med sakerhet gissa nasta bokstav, ty i detta fall ar .lehdmav q. u kan i allman-
het ha en sannolikhet p('u’), men om det intréffar 'q’ blinselikheten for 'u’ p(u’)=1
och noll for alla andra bokstaver. Om alfabeten utgor erlstfan blir da osékerheten
ningen.
Man definierar I(X,Y) genom

I(X,Y) = H(X)—Hv(X) (4)

dar | betyder den mangd information om Y som finns i X och delegal
HXY) = H(X)+Hy(X) ©)
= H(X)+H(Y)-1(X,Y) (6)
7

vilket &r mycket anvéndbart. Detta visar att

I(X,Y) = (Y, X) (8)
)

5.3 Entropi av markovprocesser

En stokastisk process ar en foljd av stokastiska varialoer kan vara beroende av
varandra, och dér beroendet aven kan variera). En markoggsa@ir en stokastisk pro-
cess dar varje variabel &r beroende endast av den narmeghéida variablen. Om
X,Y,Z ar variabler, som kommer i den ordningen, dg#(Z) sannolikheten for Z om
Y har intraffat ochpxy(Z) ar sannolikheten fér Z om X och Y har intraffat. For en
markovprocess géller:

Pv(2) = pxv(2) (10)



(anmarkning: p &ar oberoende av framtiden. Den beror endastianast foregaende
variabel) t.ex i exemplet med engelska kan det endast korahedtér en 'g’, men det
betyder inte att bara for att det finns ett 'u’ maste den foeegé symbolen vara ett 'q'.
For en markovprocess X,Y,Z géller féljande lemma (data @semg lemma):

1(X,2)
1(X,2)

< 1(X)Y) (11)
< 1(Y.2) (12)
Betydelsen av lemmat &r att informationen som Z innehdlleroar mindre &an in-
formationen som Y innehaller om X, och att den informatiosem Z innehaller om
Y &r mindre an informationen som Z innehaller om X. Dvs betring av ett andligt
utfallsrum kan endast minska informationen av det urspigagummet eller I1amna
mangden av informationen oberérd (med andra ord den karbkaenformationen).
Bildbehandling, t.ex, kan inte tillféra mer informatiofi tilden.

Anta nu att vi har en markov kedja X,Y,Z (vi kan bortse frdn Ztjuu) och en start
punktX. X &r en stokastisk variabel som kan anta n olika sannoléh&tansformen
fran X till Y &r d& en funktion frn en stokastisk variabel &h annan (Y) som har
ocksa n olika sannolikhetey ty Y kan bli beroende av X. Om vi hay for start san-
nolikheten av X far viy [ ; pkax = pk. Alla g utgor ett andligt utfallsrum vars entropi
arHg=—Y", qulog(gu) vilket &r entropin av ett steg i processen.

KvantitetenH = EHx = — Y1 NP« 3|1 G log(aw ) kan ses som det forvantade vardet
av entropin nar processen tar en steg. Det ar klart att saréitea tHr nasta steg (med
de sannolikheterna som tillhdr Z). Om vi tar svenska tillrapel: svenska ord kan inte
starta med tva likadana konsonanter. Om en bokstav &r er blikkan den féljande
bokstav inte bli samma vokal. Sannolikheten for vokalenddi noll. Detta géller om
ordet inte ar ett [anord eller ett sammansatt ord. Detta gakst olika entropier for
olika ord.

Det som géller for ett steg kan utvidgast il flera: Varje adel i kedjarXy, Xo, ..., X
har n olika utfall, s& processen utgor ett andligt utfallsmaedn” olika utfall. Jamfor
detta med tva variabler som i exemplet ovan men att de tvabiari ar avbildningar
pa samma utfallsrum (mojligtvis med olika sannolikhetEt}.exempel ar att kasta en
tarning om och om.

H' &r entropin av processen med sta® & x; och av langden r. Entropin for en
godtycklig startpunkt blirH" = EH = 3;_, npiH och betyder medelvardet av infor-
mationen som erhalls nar processen gatt r steg.

Nar vi val har ett informationsmatt for en process kan vi nidfarmation per symbol:
M= H% T.ex. i engelska har de tva processerna “qu” och “q” samrrapip eftersom
det efter ett 'q’ endast kan komma ett 'u’. Utfallsrummet éian andra bokstaven har
endast ett mgjligt utfall, ndmligen p(q) =1 vilket ger enrepi av noll. Madngden av
information per symbol i "q” ar dubbel sa stor som i "qu”. Omtill exempel har
ett program som kan tillampa 'q’-regeln p& en sekvens karowirimera “enriques
que for queueing” metH = H?5 och M; = H /25 till “enriges ge for geueing” med
Mz = H/22. vilket gerM,/M; = 1.136 dvs varje symbol M, innehaller i snitt 13
procent mer information aniy.



6 Kodning och tillamping av informationsteori

Det finns manga tillampningar utav informationsteori och deingd information man
far ut av en viss foreteelse. De flesta av dom ligger inom komikationsomradet dar
man med hjalp av kodning och kunskap om informationstearirkinimera mangden
data som man faktiskt maste skicka.

Det vanligaste séttet att koda information &r binart, dvsdjalp av ettor och nollor.

6.1 Analys av text

| ett tal-sprék (svenska, engelska etc) finns det reglerdioieh mening ar uppbyggd.
Detta ar ej slumpartat och darfor ej en Markov-process.avisskstaver forekommer
statistiskt oftare an andra och innehaller darfér mindragaénformation. Under kur-
sen i matematisk modellering anvénde vi oss av detta fakturatf systematiskt testa
oss fram till vilket ceasarschiffer av en viss text som gaét var klartext.

6.2 Olika tecken innehdller olika mycket information

Inom olika sprék ar somliga tecken mera ovanliga &n andrantpelvis &r bokstaverna
'X'y’,;’z’ mer séllsynta &n exempelvis 'a’ i det svenskarsxet. Darfor ger ett tecken
sasom 'x’ i ett ord mer information om hela ordet och meningarvad ett ’a’ hade
gett, ty 'a’ ar en vanligt forekommande bokstav i svenskaket, som darfor inte sager
lika mycket om hela ordet som en mer utméarkande bokstav 'gehgjort. Antag att
man vid dverféring av ordet “yxa” hade tappat bort exakt ettexknen i det. Om det
hade varit den forsta bokstaven 'y’ hade nagra av de mojligeekta alternativen varit
“axa” och “yxa’. Hade det varit '’x’ som forlorats hade det fiits manga fler mojlighe-
ter, exempelvis “yta”, “yra”, “yla”, “yva” samt “yxa”. Hadelet slutligen varit 'a’ som
forlorats hade det bara funnits alternativet “yxa” som passpa svenska. Man ser l4tt
att det rdder mycket stérre osakerhet om det &r ett 'x’ somoiféts medan det vid ett
borttappat 'a’ knappt rader nagon osakerhet alls. Det Zipetta som menas med
att entropin ar stor i en bokstav som ett 'x’, den innehalkddigt mycket information
och beréattar valdigt mycket av meningen.

6.3 Sjalvrattande kod vid enkel/dubbelfel

Inom digital 6verféring sa skickas all information som kamdtioner av ettor och nol-
lor. De bildar sviter av en bestamd langd, och éversattsrslllett tal som symboli-
serar en bokstav. Exempelvis str 1000001 f628+ 0% 25+ 0% 2* + 0% 23+ 0% 22 +
0% 21+ 1% 20 = 65 vilket kommer dversattas till bokstaven ‘A’ enligt AS@Hbellen
som ofta anvands. Om endast en av ettorna eller nollor sktts till det omvéanda sa
hade vi fatt ett helt annat tal. Om man ger varje mojlig bimémkination en betydelse
sa kan man inte upptacka eventuella fel som uppstar vid dnegfen. Detta gor att
hela sviten av ettor och nollor far en helt annan betydelseadirsom var tankt. Detta
kan man likna vid att en person inte pratar rent exempelvieomerson laspar. Om
man istallet ordnar det sa att vissa sviter saknar betydalgeser man att det har blivit
ett fel om man skulle mottaga en sadan svit. Genom att sptidie $viter som har
betydelse s& kan man direkt se att det blivit ett fel om ded Baett enda nagonstans i
sviten.
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Exempelvis om ndgon laspar kan vi manniskor lagga méarkeditla och automa-
tiskt korrigera till det som personen ,menar ,p.g.a. attaet vi hor saknar betydelse,
och vi antar att det maste ha varit ett annat ord personegafnéenade. Detta kallas
sjalvkorrigerande kod.

Om man sprider ut sviterna med meningen &nnu mer sa kan mandatektera
dubbelfel pa detta satt. Detta leder visserligen till atjevavit som man skickar méaste
innehalla fler tecken men det gér ocksa att man slipper skiokinformationen om ett
enkel eller dubbelfel skulle uppsta.

6.4 Informationsdensitet

Nar man talar ett sprak sa formedlar man information genoordenan sager. P& olika
sprak sa later det olika, nar man formedlar exakt samma miafigignation. Det tar
dock olika lang tid och olika manga stavelser att sdga enmggmé tva olika sprak. |
vissa sprdk maste man anvanda fler ord for att fa fram en Visenation &n i andra.
Man skulle da kunna tala om olika mycket information perdiuset (alt. stavelse) pa
de olika spraken, olika informationsdensitet kan man kadia

Nar man lyssnar pad nagon som talar ett sprak som man intérfdestempelvis
finska) sd uppfattar man det ofta som ett brus dar man intekiiltivegl pa orden utan
allt later ungefar likadant. Anda lyckas information génfrgenom detta ,brus ,p.g.a.
de sma skillnader fran ,basljudet ,som man formar. Man skkilnna identifiera dessa
skillnader och vid Gverforing enbart skicka skillnaderBa. skulle man férmedla mer
information per del skickad data, och informationsdemsitdnade varit hogre. Detta
ar ofta dnskvart vid dverfoéring eftersom man inte vill skacker data an vad som &ar
absolut nédvandigt, och det ar detta som ar kodning: att kiongpa sina data enligt
ett k&nd monster.

7 Slutsatser

Shannons teori fér information ar basen till de moderna kamikationsystemen, fran
analog radio (AM,FM) till digitala system som GSM, 3G osv. M&orin gar langre.
Det ar ett mycket kraftfullt verktyg for analys av text, DNfinansvarlden och kan
anvandas inom manga fler omraden.

8 Kallor

e A Mathematical theory of communication. Claude E. Shannon.

e Mathematical Foundations of Information Theory. A. |. Ktiiin.

Elements Of Information Theory. Thomas M. Cover. Joy A. Tlagm

Informationsteori - grundvalen for (tele-)kommunikatiétolf Johannesson

o www.mathworld.com (Information om markovprocesser).
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1 Inledning

En slumpvandring &r en vandring i vilken man med jimna mellanrum ror sig ett
steg. Stegens riktningar dr slumpmassig, men foljer en viss sannolikhetsférdel-
ning. Vi har valt att studera ett konkret problem relaterat till slumpvandring,
némligen dess bestdndighet. Begreppet bestindighet kommer att utredas under
resans gang. Nagot slarvigt uttryckt dr bestindigheten sannolikheten for ater-
komst till utgangspunkten. Det kommer visa sig att tva saker dr avgérande for
aterkomst, ndmligen dimensionen pa rummet vi slumpvandrar i och sannolik-
hetsférdelningen for stegriktningarna.

Intuitivt ar det ganska svart att uppskatta huruvida man atervinder vid en
slumpvandring. Av erfarenhet vet de flesta att det kan ta ganska lang tid att
atervénda nir man gar vilse i en ny stad. Detta trots att staden &r begrinsad till
tva dimensioner. Det dr dessutom vildigt sillan vi verkligen slumpvandrar i en
stad. (Efter ett tag lar vi oss kiinna igen platser, och far en kénsla for riktning.)

I rummet ar intuitionen &n svagare. I Star Trek tampas Captain Janeway och
hennes beséittning mot rymdvarelser och meteorsviirmar i sina férsok att hitta
tillbaks till jorden. De har dessutom federationens stjdrnkarta till sitt forfogande.

For att pa ett givande sétt diskutera sannolikheten for aterkomst krivs det
dock att vi forst strikt definierar vad vi avser med slumpvandring och framforallt
med atervando.

2  Slumpvandring i Z"

Vi bérjar med slumpvandring i Z". Med detta menar vi foljande

Def. 1. Slumpvandring © Z. Med slumpvandring i Z" kan flera saker avses.
I denna text avser vi en process som startar i x = (x1,...,x,) € Z" vid tiden
t = 0. Mellan t = m — 1 och t = m sker en forflyttning X,,, € {+e;;1 < j <n},
dér e; &r de kanoniska basvektorerna i Z". O

Later vi P(Xy = e;) = P(X) = —e;) =
vandringen symmetrisk.

1 < 5 < n, kallar vi slump-

2n’

Def. 2. Med ovan beteckningar ges processens virde vid tiden ¢ = m av

T X ,m=20
Sm_{XJFZZL_le .m>1.0 (1)

2.1 Slumpvandring i Z

Lat oss nu understka vad som hénder i det enklaste fallet, ndmligen da vi slump-
vandrar i Z. Lat P(X =1) =p, P(X; = —1) = ¢ =1 — p. Vi bortser fran de
triviala fallen da p € {0, 1}.

Def. 3. Med T = min,,>o(Sy;, = y) avses tiden fran processens start i z (vid
t = 0) tills processen nar y for forsta gangen. O

Def. 4. Vidare definierar vi ¢(x) = P(T] < T¥), ¢,d € Z, ¢ < d, som san-
nolikheten att processen (som startar i ) nar d fore ¢. O



Vi fortsdtter med en liten undersckning av ¢(z). Med sannolikhetstolkningarna
av p och ¢ har vi alltsd ¢(x) = pp(x + 1) + gép(z — 1). (D& processen befinner
sig i « hamnar den efter ett steg i * + 1 med sannolikhet p och i z — 1 med
sannolikhet ¢.) Detta medf6r

¢x+1)—¢(x) = @) —dz-1) ,c+l<z<d-1,
¢() =0 RN (2)
P(z) =1 ,x > d.
Notera nu att ¢(z) kan utvecklas i en teleskopsumma som
z—1
o) = (o(y+1) - é(v)), (3)
y=c

ty ¢(c) = 0. Genom rekursivt anvindade av (2) erhaller vi differensekvationen

$x+m+1)—pl@+m) = gwm+mw¢u+m7n>
2
= (2 z+m—1)—¢(x+m —
_ (J (6(c+m—1) - d(z +m—2))
m+1
= (2 z) — ¢z —1).
_ @) (6(c) - dla - 1) 4)

Dessa tva observationer ger

¢(x)

I
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~__
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|
[y}
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<
—
o
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—
N~—
|
<
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&
SN~—
I

¢lc+1) S (q>y—0

y=c \P

1—(¢/p)"""
= ¢lc+1 , )
e+ )20 Q
dér de tva forsta likheterna foljer av (3) och (4). Den tredje likheten foljer av att
¢(c) = 0 medan den sista &r en foljd av formeln for geometrisk summa. Viljer
viz =d i (5) erhaller vi

1—(¢/p)"° 1—q/p
d)=1= —— /B =P _
o) = 1= S+ DI S ger ) = = @
Inséttning av uttrycket for ¢(c+ 1) fran (6) i (5) ger slutligen
1— T—c
ola) = Py < T2) = = (P e<a<d v 2 @
Av symmetrin far vi dven
_ d—zx
1/)($)EP(T§”<T§)=%,chgd,p;éq. (8)



Fran (7) och (8) ser vi att ¢(x) +¢(z) = 1, ¢ < o < d. Later vi Py vara
sannolikheten att en process som borjar i [c,d] varken nar ¢ eller d da t — oo
har vi

o)+ (@) + Py = 1
o) +v(e) = 1};"30:0 ©)

Den forsta ekvationen i (9) &r sann, da nagot av de tre alternativen (nar c
innan d, nar d innan ¢, nar varken c eller d) méaste vara korrekt for processen.
Py = 0 innebir att processen kommer na antingen c eller d da p # ¢, med start
iz e€led.

Med z € [¢,d] kan sannolikheten att na c¢ skrivas som

() _ ()
P(T? < 00) = dh—{go W(x) = 1—(5)‘° - (%) P> %7 (10)
,p < 5-

Symmetrin ger

1 7p> 127
p (11)

1

(7) P < 3.

Ytterligare ett intressant resultat far vi genom starka stora talens lag (se
Appendix)

P(T < 00) = lim (x) = {

SI
P(limm:p—q>:1. (12)
m—oo M

Med p < % kommer processen alltsa att driva mot SJ, = —oo. P4 samma sétt
leder p > ¢ till drift mot +o00. Att processen driver i en riktning betyder inte
att den inte kan atervinda till en punkt. Med utgangspunkt fran (10) och (11)
i diskussionen ovan, inser man att detta sker med en positiv sannolikhet. En
intressant fraga &r ddremot sannolikheten for att processen ska atervinda till x
ett odndligt antal ganger.

Def. 5. Med ett transient tillstand menar vi ett x sddant att P(SZ, oandligt ofta) =
0, p # q. Om processens samtliga tillstand &r transienta, talar vi om en transi-
ent process. O

(Att processen atervinder till x odndligt ofta innbér att x besoks odndligt manga
ganger da tiden — o0.)

Med andra ord dr slumpvandringen i Z transient enligt (12) da p # ¢. Vad
kan sigas om fallet p = ¢7 Inséttning av p = ¢ = % i (2) ger efter 16sning av
differensekvationen med tillhérande randvirden att

Tr—cC
= P(T? <T%) =
¢($) (d< c) d—C’
— 1
o) = POE<TH="2 c<o<d p=g=5  (13)

Vi ser fran (13) att ¢(x) +¢(x) = 1 &r uppfyllt dven for p = ¢. Dessutom har vi



— T

d
P(S7, nar ¢) = P(T7 < c0) = lim P(S;, nar ¢ fore d) = lim

d—oo d—oo d—c

=1. (14)

Vid symmetrisk slumpvanding i Z med start i € [c,d] nas alltsd garante-
rat tillstandet c. Detta sker dessutom ett odndligt antal ganger. Vi ténker oss
nédmligen att processen nar c i tiden t.. Om vi "nollstéller” tiden i ¢t = t., kom-
mer processen garanterat nad c¢ igen enligt (13). Oédndlig upprepning av denna
procedur visar pastaendet. Av symmetriskil far vi ett analogt resultat for d:
P(T§ < o00) =lim, .o =5 = 1.

Da vi kan vélja [c, d] godtyckligt, har vi kommit fram till en intressant slut-
sats: Vid symmetrisk slumpvandring i Z kommer varje tillstand passeras ett
oandligt antal ganger om processen lats fortlopa under odndligt lang tid.

Def. 6. Bestindighet. Om P(S%, = y ett odndligt antal ganger) = 1 da t — oo
kallas tillstandet y bestdndigt. Om en process samtliga tillstand dr bestdndiga &r
processen en betdindig process. O

Den symmetriska slumpvandringen i Z &r alltsa bestindig, vilket kan vara bra
att veta om man har akt vilse i tunnelbanan men har gott om tid. Déremot
ar den icke-symmetriska slumpvandringen i Z inte bestindig. Intressant ar nu
(dtminstone for rymdresendrer utan stjirnkarta) att undersoka besténdigheten
for symmetriska slumpvandringar i Z™,n > 1. Till detta dgnar vi de kommande
avsnitten. I dessa behandlar vi en nagot modifierad version av ett bevis som
forst framlades av den ungerske matematikern Polyd. (Att icke-symmetriska
slumpvandringar ej dr bestdndiga i Z™ foljer direkt ur resultatet for n = 1.)

2.2 Slumpvandring i Z?

Vi fortsdtter med det nést enklaste fallet, ndmligen slumpvandring i planet av
heltalspar. I sjélva verket hade det varit mojligt att stélla upp det n-dimensionella
fallet pa en gang, men det dr littare att fa en Gverskadlig bild om vi borjar just
med n = 2.

Vi antar utan inskrdnkning att processen vi studerar boérjar i x = (0,0); vi
kan alltid flytta koordinatsystemet si att x hamnar i (0, 0).

Def. 7. Sannolikheten att processen befinner sig i (0,0) vid tiden ¢ = m be-
tecknar vi r,, = P(Sp, = (0,0)). O

Vi undersoker nu sannolikheten att processen atervant till (0,0) vid ¢ = 2m.
Det &r uppenbart att tiden maste vara delbar med tva, ty tas [ steg i riktning
e; maste [ steg tas i riktgningen —e;. Att finna den sokta sannolikheten 7o, &r
ett kombinatoriskt problem. Lat antalet steg i riktningen e; vara j, vilket dven
dr antalet steg i riktningen —e;. Antalet steg i riktningen es blir f6ljaktligen
samma som antalet steg i riktningen —esy, ndmligen m — j. Antalet sdtt som
processen kan atervinda till (0,0) efter 2m iterationer &r antalet mojliga per-
mutationer av j symboler e;, j symboler —e;, m — j symboler e; samt m — j
symboler —eq, nir vi later j anta alla virden mellan 0 och m. For ett givet j
kan vi tdnka oss det hela som en urvalsprocess. Forst véljer vi j platser fran 2m
mojliga for e;. Sedan j platser av de aterstaende 2m — j for —ep. Déarefter véljer



vi m — j platser av de aterstaende 2m — 2j for es. Pa de m — j resterande plat-
serna placerar vi —es. Med binomialkoefficienter (se ndgon bok i kombinatorik
eller diskret matematik) kan vi skriva detta som

L)) () ()

Jj=0

_ o\ (2m)! & (2m)! mlm
- jgoﬂﬂ(m—j)!(m—j)! =2 mim! §51(m — 5)l(m — j)!

(27:;@)%(’7)2 (15)

=0

Den forsta likheten foljer av definitionen av binomialkoefficienten och férkort-
ning av tiljare mot ndmnare i det resulterande braket. Uttrycket under summan
visar sig vara kvadraten pa en binomialkoefficient. Genom att dra nytta av en
symmetriegenskap hos binomialkoefficienterna kan vi skriva om uttrycket som

R0 )-Cn)
m )2\ j )\ m—j m )

=0

Den sista likheten inses genom att gbra en urvalstolkning. Antag att vi har en
méngd med m olika objekt av sort 1 och m olika objekt av sort 2. P4 hur manga
olika sitt kan vi vélja m objekt fran unionen av dessa mangder? Svaret ar att
detta kan goras pa sa manga sétt som det gar att vilja j element av sort 1 och
m — j element av sort 2, med j = 0,1,...,m. Men vi vet fran kombinatoriken
att antalet valmojligheter dr precis 2m 6ver m.

I (16) har vi alltsd antalet gynnsamma utfall (de utfall d& processen ater-
viinder till (0,0)). Antalet mojliga utfall &r 4™ (vi har 2m positioner och pa
var och en av dessa kan vi villja att placera e, —eq, es eller —es). Till slut har
vi erhallit den sokta sannolikheten for atervando till (0,0) vid tiden m som

2
_om [ 2m o (2m)12
ram =72 () < O an)

Vi anvander nu en starkare variant av Stirlings formel (18) (se Appendix)
for att uppskatta storleken pa r,,. Formeln finns visad i [1] och lyder

m! <€
(2rm)t/2mme=—m = (27)1/2

{ (2m)? < 2-16mmimtle2—im

ml4 > ApimimtZe—im
2. 16mm4m+16274m 62

42mA2mAmt20—4m  9r2m”

= Tom >

Vi &r nu nirmare svaret an vad man kan tro, ty

o0
> ram = oo (19)
m=1



Summan av den angivna serien divergerar. (Detta foljer av att Y °_; % = 00).
Summan av serien (19) har en viktig tolkning, som kommer att vara viktig dven
i fallen med hogre dimensioner. Att summan divergerar dr namligen ekvivalent
med att processen ar bestindig. En konvergent summa &ar ekvivalent med en
transient process.

Bevis. Vi infor A,, sa att

1, 8% =x,
Am _{ 0 , annars. (20)

Vantevardet (se tex [3])

E(Am), (21)

visar sig vara intressant. Av vintevirdesdefinitionen foljer direkt att

E(An) = 1-P(S5=x)+0-P(5% #x)
P(Sy, =%x) = rm. (22)

Vi har alltsa att

E (Z Am> => E(An) =) rm (23)
m=1 m=1 m=1

Varje gang processen atervander till ¢ 6kar summan i vénsterledet av (23) med
1. Atervinder processen odndligt ofta blir summan odndlig, sa dven vintevirdet.
Om processen endast atervinder ett dndligt antal ganger blir summan &ndlig.
Alltsa galler

o0

Z rm =00 < Dbestdndig process

n=1

oo

Z rm 7 00 < transient process. O (24)
n=1

Vi har nu, tack vare (24), kommit fram till slutsatsen att symmetrisk slump-
vandingen i Z? #r bestindig. Att implikationerna gar 4t bada héllen i (24) &r
dock inte sjalvklart. Betecknar vi sannolikheten att processen atervinder till
starttillstandet med f = P(SX = x) och det totala antalet aterkomster med
N =3, -0 Am, kan vi skriva P(N = k) = f*(1 — f). Vi ser att N &r geomet-
riskt fordelad med vantevirdet E(N) = ﬁ En besténdig process dr ekvivalent
med f =1 = E(N) = oo. P4 samma sitt ir en transient process ekvivalent med
f <1= E(N) < co. Ovanstaende, tillsammans med (23) visar ekvivalenserna
i(24).

Givetvis hade vi kunnat anvinda metoden ovan &ven for ett bevis i det
endimensionella fallet. Anledningen att vi valt tva olika angreppsvinklar dr i
forsta hand férhoppningen att en av dem uppfattas som naturligare av lisaren.



2.3 Slumpvandring i Z", n > 3

Vi vidareutvecklar idén fran det tva-dimensionella fallet till n = 3, och borjar
med att stélla upp ett uttryck for ro,,. Lat j beteckna antalet steg i riktningen
e; resp. —e;. Pa samma sitt definierar vi m som antalet steg i riktningen e,
resp. —es. I riktningen es tas m — j — [ steg, likasa i riktningen —e3. Med
sex riktningar blir antalet mojliga vandringar om 2m steg 6™. Sannolikheten
att atervianda till (0,0,0) pa 2m iterationer blir foljaktligen (jamfor med det
tvadimensionella fallet)

e 2 () ()

(G:0);5+HI<m
2m —2j —1 2m — 25 — 21 m—7j—1I
(I ) (hTn) @

Genom att utveckla uttrycket i (26) enligt definitionen pa binomialkoeffici-
enten, och forkorta faktorer i téljaren mot ndmnaren, erhalles

1 ( 2m ) Z ( m! 1 )2
2 (3,0);5+1<m M (m J l) 3
1 2m
- 92m ( m > Z (pj,l)27 (26)
(3,05 +I<m
dér p;,; &r sannolikheter i trinomialfordelningen. (Fér slumpvandring i godtyck-
lig dimension forekommer sannolikheter fran motsvarande multinomialférdel-
ning i summan).
Vi gor som i det tvadimensionella fallet och uppskattar storleken pa ro,,:

1 2m 1 2m
Tam S o ( m ) > (ma}ij,z)pj,z = 5m ( m > DMaX Py (27)

JHI<m ’ >

Anledningen till att summan i (27) “férsvinner” &dr att summan av sannolikhe-
terna p;, ar 1.

Det géller att p,; &r som storst da j och [ &r s& ndra m/3 som mdjligt, se
Appendix. Foljakltligen giller att

1 1 !
Tom < —— 2m —LB, dar [ | betecknar heltalsdelen. (28)
Zm\m ) (g

Vi anvéinder nu den starkare versionen av Stirlings formel fran (18) for att
uppskatta ra,,. For m = 0 (mod 3) kan vi skriva

1 (2m)! < V2m2m(2m)*me—2m

Tom —_— < <
2 12m m'((%)g?’ mmel-m. /m - ((%)%617% %)3
C
< VLR C konstant. (29)



Att 7o, < # géller &ven da m # 0 (mod 3) visas i Appendix.

00
Z Tom < OO, (30)
m=1

varfor slumpvandringen i Z3 #r transient enligt (34). Det ér intuitivt sjélvklart
att detsamma géller da dimensionen héjs till n > 3. Slutsatsen ar att symmetrisk
slumpvandring i Z och Z? &r bestindig, emedan den &r transient for Z™, n > 3.
Det &r alltsa en dalig idé att ge sig ut pa rymdresa (till och med i en diskret
rymd) utan ordentlig karta.

3 Appendix

3.1 Starka stora talens lag

Lat X1, Xs,... vara en odndlig foljd av oberoende stokastiska variabler med
vinteviardet m. For

1 n
X =lim — ) X, 31
Jim 2 (31)
galler enligt starka stora talens lag att
P(X =m)=1. (32)

For bevis, se [7].

3.2 Stirlings formel

Med hjélp av Stirlings formel kan man fa en approximation pa fakulteten av ett
tal. Formeln lyder

n+%

nl ~ 271'”
en

Beviset, vilket aterges exempelvis i [6], kriver matematik pa hogre niva &n vad
som lérs ut forsta aret pa LTH. Ur formeln ovan kan man relativt ldtt hirleda
(18), se [1].

(33)

3.3 Multinomialférdelning

()

vilken har den kombinatoriska tolkningen ”antalet sitt att vilja ut k objekt fran
n utan hansyn till ordning”, gar att generalisera. Denna generalisering kallas
multinomialkoefficient och betecknas

L — (35)
ny,no,...,Ng TL]_!’I’LQ!,...,’nk.

dar ny +ng+...+n; = n. Den kombinatoriska tolkning ir “antalet arrangemang
av nj stycken likadana objekt Ap, ny stycken likadana objekt As, ..., ng objekt

Binomialkoefficienten,
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Ay”. En intressant egenskap hos multinomialkoefficienten &r att den antar sitt
maximala véirde da ni,ny. .., ng ligger si néra 7 som mojligt. Detta kan visas
pa foljande sdtt: Antag att nilno!...,ng! & minimal. Om det galler att det
finns n; och n; s& att n; —n; = a > 2, s har vi

(ni — DY n; +1)! = (nj+a—1)(n; +1)! = (n; +1)(n; +a—1)ln;!
< (nj+a)(nj +a—1)n;! = (n; + a)ln;! = n;ln;!(36)

vilket motsager att ni!no!. .. ng! skulle vara minimal.
Nér produkten av fakulteter &r minimal &r multinomialkoefficienten maxi-
mal, vilket visar pastaendet.

Med hjilp av multinomialkoefficienterna kan man dven definiera en statistisk
fordelning, ndmligen multinomialférdelningen. Denna definieras enligt féljande.
LatY = (X1, Xs,. .., Xy) vara en stokastisk variabel med X1+ Xo+. ..+ X = n.
Den simultana sannolikhetsfunktionen ar da

n!

— — _ _ 1, N2 M
P(Xi=n1,Xo=n9,..., Xy =ny) = T Pr P2 P (37)

dar det for summan av sannolikheterna géller py +ps + ... +pr = 1.

3.4 Approximation av 7y,

I (30) gjordes en approximation av rg,, for m = 0 (mod 3). Nedan visar vi
att resultatet fran approximation &r giltigt for alla positiva heltal m. I f6ljande
rikningar giller m = 0 (mod 3). Enligt resonemanget i avsnittet om multino-
minalfordelning kan vi direkt skriva om (27) som

1 (2m)!(2 m—|—1)(2m—|—2) 1 2m+1)2m+2)
ro(m+1) < 12m+1 D (=) =Tam 5 (m+1) (2 +1)
m+1) ((3))" (5 +1)! ;
m+ 3 C
= Tom - _Hi < rom < ool C konstant. (38)

P& samma satt kan vi skriva

1 2m)!(2m+1)...(2m +4)
m+2 m m
12m m'(m+1)(m+2) () (3 +1)Y
(m+Hm+3) _ C
(m+3)2 — m3/?’
Alltsa géller ron, < —$5 Vm € Z7T, dvs ven da m # 0 (mod 3).

To(m42) < 2

Tom C konstant. (39)
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1 Introduktion till Brownsk Rorelse:
Hur upptacktes fenomenet?

Vad &r det egentligen?

Det finns tva betydelser av termen Brownsk rorelse:

Den forsta &r det fysiska fenomenet att mycket sma partiklar i en Vatékaig till-

synes slumpmassigt. Rérelsen uppkommer hos partiklar som ar sa sm4, att det finns en
markant sannolikhet for att mycket farre molekyler frdn omgivningen stéter emot par-
tikelns ena sida, an pa motsatt sida. Resultatet blir att partikeln far en “knuff” i riktning
mot den sida med det lagre antalet molekyler. Den andra &r de matematiska modellerna
som beskriver dessa rorelser.

Hur upptacktes fenomenet?

Brownsk rorelse har fatt sitt namn efter botanisten Robert Brown, dven da det inte
var Brown som upptéckte fenomenet forst - ndstan alla som betraktade vatten genom
ett mikroskop stotte pa det - han namner sjalv ett tiotal personer vid namn som rakat
pa fenomenet i sin skrift ar 1829. Han gjorde dock ett exprimentiellt studium av feno-
menet som ledde till att manga andra kom i kontakt med det. Genom sina betraktelser

1Aven i gaser, men har domineras rérelsen av turbulens
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Figur 1:Partiklar i rok utgor var for sig brownsk rorelse

utvecklade han en teori som sade att all materia bestar av sma partiklar, vilka han kal-
ladelevande molekyleoch att rorelsen kom frdn molekylerna sjalva, inte vatskan de
befann sig i. Aven om hans teori visades felaktig s& gjorde han ett stort bidrag genom
att etablera Brownsk rorelse som ett viktigt fenomen och visa att fenoment forekom-
mer for organiskt sa val som icke organiskt materia. Det senare upptackte han nar han
bade studerade uppslammade pollenpartiklar i vatten och uppslammade dammpartiklar
i vatten och noterade att fenomenet forekom i bada fallen.

Efter Browns artikel studerad@yownsk rérelseav manga, och olika forklaringar fo-
reslogs (elektriska krafter, lokala temperaturvariationer, vaxelverkan med ljus). Forst
1877 presenterade Delsaux den nu accepterade forklaringen, namligen att de uppslam-
made partiklarnas oregelbundna rérelse orsakas av kollisioner med snabba vatskemo-

lekyler.

Genom systematiska studier av bland annat Gouy hade man vid sekelskiftet kommit
fram till en hel radattributer hos brownsk rorelse:

1. Rorelsen ar valdigt irreguléar, bestdende av translationer och rotationer och dess bana
verkar inte ha ndgon tangent.

2. Tva partiklar verkar rora sig sjalvstandigt, aven da de narmar sig varandra till ett
avstadnd mindre an deras diameter.

3. Rorelsen ar mer aktiv for mindre partiklar.

4. Uppbyggnad och densitet hos partikeln har ingen paverkan.

5. Rérelsen ar aktivare ju lagre viskositet vatskan har.

6. Rorelsen ar aktivare vid hégre temperatur.

7. Rorelsen avtar aldrig.

Vid sekelskiftet arbetade Louis Bachelier fram en generaliserad funktion fér vad som
nu ar ként som wienerprocessen, vilken kopplade den till diffusionsekvafionen

Nagra ar senare tog Einstein sig an problemet utan att egentligen kanna till brownsk
rorelse genom att tillampa kinetisk teori for vatskemolekyler, vilket inte motsades av

nagon av de tidigare upptackterna. Einstein visade forst att de suspenderade partiklar-
na bor ha samma diffusionsegenskaper som vatskemolekylerna, trots att partiklarna &r

2Diffusion &r en lokalt slumpartad process som leder till utjamning av koncentrationsskillnader i gaser
och vatskor



sa stora att de kan urskiljas i mikroskop. Han kunde sedan harleda ett enkelt samband
mellan partiklarnas genomsnittliga forflyttning i en viss riktnidg)(under en viss tid
t och diffusionskonstanten i vatskén

Ax = V2Dt 1)

Detta plublicerade han sedan i sitt verk ar 1906€r die von der molekularkinetischen
Theorie der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten
Teilchen). Jean Perrin studerade sedan ar 1912 fenomenet och gjorde manga experi-
ment som bekréftade att Einsteins teori gar att tillampa pa brownsk rorelse.

Teorin for den matematiska Brownska rorelsen lades pa fast grund av Norbert Wiener
1923, och utvecklades senare av Paul Lévy.

2 Sannolikhetens Roll

For att f& en battre forstaelse av brownsk rorelse s maste man undersoka grunderna
i sannolikhetslaran, eftersom rérelsen hos partiklarna ar tillsynes slumpmassig. Darfor
vore det orationellt att utelamna sannolikheten - eller chansens - roll medan vi diskute-
rar brownsk rorelse.

Till att bérja med sa kan vi stalla oss fragan vad vi egentligen menar da vi anvander
ordet "chans". Chanser namns da vi skall beskriva vara gissningar. Gissningar som gors
da man skall géra bedomningar med ofullstandig information eller oséker kunskap. Ett
exempel skulle kunna vardet ar en 20 procents chans att det blir regn imorgovi.

kan se att detta ar ett pastdende gjort med begransad information. Vi vill gissa vad saker
ar, eller vilka saker som med storst sannolikhet kommer intraffa. | vanliga fall gor vi
gissningar eftersom vi maste ta ett beslut. | linje med exemplet ovan, sBaude jag

ta med mig mitt paraply imorgon®n korresponderande orsak for att géra en gissning.
Som i allt annat sa finns det bra gissningar och daliga gissningar; och sannolikhetste-
orin hjalper oss att gora battre val genom att lata oss prata kvantitativt om en situation
som mé& ha ganska varierande resultat men anda ett konsekvent medelbeteende.

Ett bra och ganska enkelt exempel pa en sadan situation ar att singla slant. Om det
ar ettrattvist mynt, sa ar resultatet helt slumpmassigt mellan tva resultat som ar lika
troliga. Generellt kan vi skatta att sannolikheten for att fa ett resultat A fran en repeterad

héandelse ar:

N

darN &r antalet repetitioner och ais ar antalet fall med resultatet A vi fatt under
dessa N ganger.

P(A)

Nar man kommit hit uppkommer en ny viktig punkt, for att kunna prata om sanno-
likheten for att ndgot kommer att intraffa, sa maste det vara ett mojligt resultat av en
repeterbarobservation.

Relationen mellan Brownsk rorelse och sannolikhet kan man hitta i definitionen av
Brownsk rérelse. En av de vanliga definitionerna som man kan hitta p& nétete-

rar till Brownsk rorelse sortthe random walk of small particles suspended in a fluid”

Stagits fran www.mathworld.com



Rorelsen hos varje partikel ar slumpmassig, detta innebar att de, mer eller mindre,
har lika stor chans att rora sig i vilken riktning som helst de kan réra sig i. Med tanke
pa hur en sadan rorefsér konstrurerad s kan en sannolikhets férdelning géras och
rérelsen kan uttryckas matematiskt.

3 Slumpvandring

Slumpvandring ar en slumpmassig forflyttning av ett objekt. Objektet startar i en punkt
och later sen slumpen bestamma at vilket hall det ska ta ett steg. Denna vandring kan
ske i en eller flera dimensioner men vi bdrjar med att undersdka slumpvandring i en
dimension.

Objektet kan da endast rora sig langs en linje och har d& bara tva mojliga vagar att
g4, antingen framat eller bakat. For enkelhetens skull studerar vi fallet dar sannolik-

heten att objektet ror sig framat ar lika stor som bakat. En intressant fraga att stélla
sig nu ar var objektet kommer att befinna sig eftesteg. Det genomsnittliga vardet

av slumpvandringen ar noll eftersom det &r lika stor chans att objektet gar framat som

bakat. Nar man undersoker saken narmare upptacker man att fragan inte har ett fullt
sa enkelt svar. Det visar sig att det genomsnittliga avstandet till nollan 6kar nar antalet
steg okar.

Objektets avstand till startpunkten (nollan) ar absolutbeloppet avdkssrdinaten

pa linjen eftersom ett avstand inte kan vara negativt. Av praktiska skal arbetar vi med
kvadraten av avstandet istallet for absolutbeloppet. Kvadraten av avstandet ger ju ock-
sa alltid ett positivt resultat. Vi ska nu visa att det genomsnittliga avstandet till nollan i
kvadrat efter N steg ar just N ganger steglangden.

Vi téanker oss atD,%, ar kvadratavstandet till noll efter N steg. For att ta reda pa ge-
nomsnittliga vardet pa detta sa borjar vi fran borjan. Efter ett steg vet vi att helt sakert
attD? = 1. Vi kan beraknaD narN > 1 genom att anvandBy ;. Har vi efter (N-1)
stegDy_1 s& har vi efter N ste@n = Dn_1+ 1 eller Dy = Dy_1 — 1. Om vi réknar

med kvadraten av avstandet istallet far vi.

02 DR 1+2Df 1 +1
N =
D ;—2D3 ;+1

Det &r exakt lika stor chans att vi far det ena resultatet som det andra. Darfor tar vi
helt enkelt medelvardet av de bada alternativen:

D2 ;+2D% ;+1+D% ;—-2D% ;+1

D =
2

=D ,+1 2)

Vi har tidigare visat atD% =1, vilket tillsammans med ( 2) dessa oss den enkla
I6sningen att medelavstandet fran nollan i kvadrat ar lika med antalet steg objektet har
tagit, D% = N och darmed atDy = /N.

Nar vi nu har faststallt detta kan vi gora kvalificerade gissningar om var en partikel
hamnar som slumpmassigt vandrar langst en linje. Det skulle nu vara intressant att se

“kollisionen med andra molekyler som &r mycket mindre



om vi skulle kunna gora likadangissningarom vi utdkar slumpvandringen till fler
dimensioner.

Nu ska vi undersoka slumpvandring i tvd dimensioner. Vart objekt startar i punkten
(0,0) och flyttar det sig ett steg med langden 1 i en slumpmassig vald riktning. Detta
upprepas med den nya positionen som ny utgdngspunkt. Objektets riktning valjs helt
slumpméssigt fran intervallé®; 2] och alla vinklar ar lika sannolika.

| stéllet for att anvénda oss av x och y koordinater nar vi beskriver objektets punkt
anvander vi oss av komplexa tal skrivna pa polar form. Vi beskriver objektets position
efterN steg som talez som ar summan av alla stegen.

N ia
z=Y €Y.
2
Vi tar nu absolutkvadraten asom definieras sonz|?> = zz (darz ar konjugat aw).

2 S 18 o if & o i(6j—6k) L i(8;—6k)
lZc=z=S %'y e™= gl =N+ g®im%),
le kzl JZlkZl K, j=Tk+]
| den sista ekvationen har vi en slumpméssigt vald vari@paiinus en annan slump-

méssigt vald variabdly. Detta mefor ate/®~8) kan ta vilken riktning som helst med
lika stor sannolikhet. Medelvardet g ;_y, ;€ ®~% blir d& noll. Alitsa far vi att

medelavstandet i kvadrat Br D2 = N och darmed atby = v/N.

Nu har vi visat att samma samband mellan medelavstandet till startpunkten och antalet
steg galler for slumpvandring i tvd dimensioner saval som i en dimension. | figuren
nedan hak/N markerats med en cirkel.

Det finns fler saker som slumpvandringar i en respektive tva dimensioner har ge-
mensamt. Det galler naAmligen att nar antalet tagna steg gar mot oandligheten sa kom-
mer vi att ha varit i alla punkter. For att ta ett exempel, om en berusad person skulle
gé hem fran krogen och hans vandring skulle kunna beskrivas som en slumpvandring
skulle han alltid komma hem sa smaningom oavsett var hans hem var belaget. Detta
galler for bade en och tva dimensioner och bevisades av den ungerske matematikern
George Polya 1921. Daremot galler inte samma sak for tre eller fler dimensioner, sa
om en berusad fagel skulle flyga hem fran krogen s ar det inte alls sakert att ndgonsin
hittar sitt bo.

For att ta ett exempel pa vad vi kan anvanda vara nya kunskaper om slumpvandring
till: om vi tanker oss att vi sprider pollenkorn pa en vattenyta, pollenkornen borjar
krocka med varandra och Brownsk rérelse uppkommer. Om vi tittar p& ett pollenkorns
rorelse inom detta kaos sa skulle vi kunna beskriva den som en slumpvandring. Istéllet
for att slumpgeneratorer bestammer fardriktning s& gor massa slumpmassiga krockar
med andra pollenkorn det. Med hjélp av sambandet mellan medelavstandet till start-
punkten och antalet tagna steg vi bevisat for slumpvandring i tva dimensioner kan vi
nu gora kvalificerade gissningar om hur langt pollenkornet har forflyttat sig efter en
viss tid. Detta forutsatter att vi kan uppskatta ungefar hur lang tid det tar mellan varje
krock och hur langt kornet fardas mellan varje krock.

Det finns stora likheter mellan Brownsk rorelse och slumpvandring och darfor ar det



Figur 2: Experimentel observation kan jamfoéras till férvantade teoretiskt varde

bra att studera slumpvandring for att forsta Brownsk rérelse battre. Man skulle kunna
saga att Brownsk rérelse ar massor av partiklar som slumpvandrar bredvid varandra.

4 Simuleringsmetoder

Det finns ett antal sétt att formulera en simulering wmpvandringaroch deras
tilampningar till Brownsk rérelse. Aven om olika kallor favoriserar och berattar om
olika metoder, bygger alla metoder i princip pa samma idé. Vi ska forsoka att forklara
sa manga av dessa metoder som mdjligt i denna sektion.

Enligt Krell Institute®, finns det fem vanliga metoder att formulera, respektive simu-
lera slumpvandringi tva dimensioner genom att generera slumpmassigt tagna steg.
Den forsta av de metoderna ar byggd pa enhetscirkel och trigonometri. | denna metod
tar man en slumpmassig vink#, i intervallet[0, 21]. Man satter sedaxi= cosf och

y = sin@. Da blir steglangdemormerad till 1 for alla vinkla®. Vi utvecklade nagot
enkelt program som kér med denna princip. En skarmdump frén detta programmet och
en bild frinWikipedia.org artikeln omrandom walki tva dimensionella fallet kan ses

i figur 3.

| den andra metoden tar man ett slumpmassigt tal i intervgHtl] somAx. Sedan
beraknar mafyy = +-/1 — (Ax)2. | denna metod anvander man sambandet mellan for-
andringen i x respektiv y-leden. Vi bestdmde oss att anvanda en liknande metod, som
kollar pa forandringar pa axlarna, inte i det tvd dimensionella fallet, utan i det tredi-
mensionella fallet. Implementeringar gjordedatlab och innehaller en algoritm som

SKrell Institute Inc, Ames Indiana USA - http://www.krellinst.org



Figur 3: Slumpvandring simuleringar pa 2D

genererar ett slumpmassigt tAlx = D(1,1)8, i intervallet [0, 1]. Sedan tas ett annat
tal, namligenAy = D(1,2), i intervallet [0, /1 —D(1,1)2]. Alltsd bestammer vi for-
andringar i x, respektive y-led, for vilka maste gaffa< v/12 — x2 eftersom vi har ett
Az ocksa. Naturligtvis blinz = /1 — (Ax)2 — (Ay)2.

Alltsa har vi koordinaterna for en slumpmassig punkt i rummet som har avstandet 1
till origo. Genom att spara koordinaterna for sddana punkter i en annan (mycket stor-
re’) matris, kan vi registrera rérelsen for var partikel i rummet. En tredimensionell bild
kan ses nedan.

Figur 4: Slumpmaéssigt rérelse av en partikel i rummet

6Matris D stér for en 1x3 matris
“ennx3 matrix, d& n &r antal steg vi vill kéra simuleringen



Den tredje metoden innebar att man tar slumpmassiga tal for&édah Ay och
sedan normaliserar dem sasttglangdemlir 1. Det ar sjalvklart mycket likt den and-
ra metoden, sarskilt om man vill tilldmpa metoden till hégre dimensioner.

Fjarde metoden innehaller en lite allmannare utgangspunkt. | denna metod véljer man
slumpmassigt mellan fyra resultat som ar lika troliga, namligen nord, ést, syd och vast.
Lasaren bor observera att den har metoden faktiskt ar en férenklad version av den fors-
ta, som istallet hade ett intervall 6vf@, 2r]. Aven da denna metoden ger snyggare
grafef s& ar den mindre noggrann &n metod 1. | denna metod kan vi bara vélja rikt-
ningar som &ar multiplar ag. En annan geometrisk tolkning av sadana grafer ar att
tanka pa en funktion definierad fr&? till Z2, d& steglangden &r lika med 1.

| den sista metoden kdr man nastan exakt samma princip som i den tredje metoden,
men istéllet for intervallef—1,1] anvander man ett intervall mellda/2,1/2] vilket
innebar att steglangden inte blir konstant 1 utan narmar sig 1 i medeltal.

Av de fem metoderna favorisera Krell Institute den sista och pastar att den ar den
enda metod som blir lamplig med stort antal steg. Vi tycker dock inte att det ar inte
helt uppenbart att den sista metoden ar lampligare for stora stegantal. | princip & me-
toderna i stort satt likadana och ingen metod ar exakt nog, eftersom det inte finns nagra
slumpmassiga val i datavarlden och siffrorna & mer eller mindre gissningsbara med
avancerade data algoritmer. For mer noggrana resultat anvander man inmatningspro-
cedurer da man laser in listor for mattningar av radioaktiv sénderfall fran olika &mne.
Aven d& s&dana listor antas vara helt slumpmaéssiga; i princip alla saker omkring oss
kan beskrivas som en funktion och har da nagot monster. Det &r ju hur mycket vi kan
forsta av det.
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Kvaternioner och komplexa tal
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1 Komplexa tal

1.1 De komplexa talens historia

De tidigaste referenserna man har till kvadratrotter av negativa tal finns i den
grekiske matematikern och uppfinnaren Heron av Alexandrias arbete. Dessa
referenser ar fran négon gang under det forsta arhundradet e.Kr.

De blev mer framtrddande under 1500-talet da de italienska matematikerna
Niccolo Fontana Tartaglia och Gerolamo Cardano fann formler for rétterna i
tredje- och fjardegradspolynom. Man insag att dessa formler ibland krivde an-
vandning av kvadratrotter av negativa tal. Detta var véildigt forvirrande eftersom
inte ens de negativa talen var fullt erkéinda vid denna tiden. Termen “imaginér”
myntades for dessa storheter av René Descartes pa 1600-talet. Under 1700-talet
gjordes manga framsteg av frimst Abraham de Moivre och Leonhard Euler som
bl.a. tog fram varsin vélkénd formel:

e de Moivres formel (1730):

(cos@ + isin®)" = cosnb + isinnd, (1)

e Euler’s formel (1748): ‘
cosf +isinf = e, (2)

Men trots formler och andra framsteg med de komplexa talen s& blev de d&nda
inte helt accepterade forrdn deras geometriska tolkning introducerades av Cas-
par Wessel ar 1799. Ett antal ar senare aterupptog Carl Friedrich Gauss Wessels
teorier och gjorde dem allmént kiéinda vilket ledde till ett uppsving for teorin for
de komplexa talen.

Ar 1804 borjade Abbé Buée arbeta med en idé om att rotter av negativa
tal ska representera en enhetslinje, den imaginédra axeln, som &dr vinkelrdt mot
de reella talens axel. Av ndgon anledning publicerades inte Buées arbete férrén
1806, vilket var samma &r som en annan matematiker Jean-Robert Argand
ocksé slutforde sitt arbete inom samma dmne. Det ar till Argands arbete man
refererar till nufértiden da man vill ldsa om introduktionen av den geometriska
tolkningen av komplexa tal. Trots stora framsteg under bérjan av 1800-talet sa
var det fa som kéinde till dem. Det var inte forrdn Gauss borjade intressera sig
for Argands arbete som han mérkte hur relativt oként det var i matematikens
varld. Han utkom med sina mest framstaende anteckningar i &mnet 1832 vilket
resulterade i att hela den matematiska vérlden fick upp 6gonen for bade hans
och Argands teorier.



Gauss introducerade sedan skrivséttet a + bi for komplexa tal och férklarade
att han anvénde 7 som beteckning for /—1.

1.2 Definition av komplexa tal

Ett modernt sétt att inféra de komplexa talen &ar att lata dem definieras som
ordnade talpar (a,b) dir a och b dr reella tal. Operationerna addition respektive
multiplikation mellan komplexa tal gar till pa féljande vis:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d),

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, bc + ad).

Komplexa tal pa formen (a,0) uppfor sig som reella tal enligt (a,0)+ (b,0) =
(a 4+ b,0) och (a,0) - (b,0) = (ab,0) och man identifierar dessa med det reella
talet (a,0) = a. Vidare motiverar (a,0) - (b,c¢) = (ab,ac) skrivsittet a(b,c)
for multiplikation med reella tal. Detta medfor att man kan skriva (a,b) =
(a,0)+(0,b) = a(1,0)+b(0,1). Hér kallar man (1,0) for 1 och (0, 1) for 4, vilket
medfor beteckningen (a, b) = a+ bi for komplexa tal. Formeln for multiplikation
ger:

i*=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,1-0+0-1) = (-1,0) = —(1,0) = —1.

1.3 Geometri

Idéerna med en imaginér och en reell axel resulterade under 1800-talets borjan i
det komplexa talplanet. I detta tvadimensionella koordinatsystem representeras
som bekant varje komplext tal av en punkt eller en vektor. z-led motsvarar da
den reella delen och y-led den imaginéra delen av talet. Detta ligger ocksa till
grund for definitionen ovan av komplexa tal som talpar. Precis som vektorer i
R? kan komplexa, tal skrivas pa polir form.

z=a+bi =r(cosf + isinf) = re?,

dar den sista likheten, Eulers formel, ar ett skrivsédtt som motiveras i avsnitt
1.6 nedan. Hér ar r langden av vektorn (a,b) och benémns absolutbeloppet av
z. B &r vinkeln mellan vektorn (a,b) och z-axeln och kallas argumentet av z.
Att addera tva komplexa tal dr detsamma som att addera tvéa vektorer, medan
multiplikation med z = re® &r detsamma som rotation moturs med vinkeln
0 och forlangning med faktorn r. Multiplikation med 4 ger en rotation med 90
grader moturs, och i = —1 ger en rotation med 180 grader, d.v.s. tva rotationer
med 90 grader vardera.

1.4 Absolutbelopp och konjugat

Byter man tecken pa imaginirdelen i ett komplext tal far man ett tal som kallas
det komplexa konjugatet. Konjugatet av z = a + bi betecknas Z, och definieras
som Z = a — bi. Konjugatet ar anvindbart vid division mellan tva komplexa tal.
Ett komplext tal z = a + bi # 0 multiplicerat med sitt konjugat blir alltid ett
positivt reellt tal:

2Z = (a+ bi)(a — bi) = a* — abi + abi — bi® = a® + b*.



Absolutbeloppet av ett komplext tal z = a+ bi betecknas |z| och definieras som

|z| = Va2 + b2 =2z

Sambandet 2z = |2|? kan d& z # 0 #ven skrivas % = 1 vilket innebér att varje
-1

komplext tal z # 0 har en multiplikativ invers z~" som kan uttryckas:

4 Z
z = —F.
2|2

1.5 Komplexa tal pa matrisform

Komplexa tal kan uttryckas med hjilp av speciella 2x2 matriser. Man kan lata
det komplexa talet z = a + bi representeras av en matris pa formen

(5 )

Varje matris pa denna form &r en linjirkombination av matriserna

10 0 -1
ee(o V) ()

vilket innebér att matrisen Z som motsvarar det komplexa talet z = a + bi kan

skrivas:
a —b 1 0 0 -1
2=(8 F)ma(} ) ro(8 ) =amrur

E och I &r basmatriser som motsvarar 1 och 7, och uppfyller sambandet

e ) (0 )

For det komplexa talet z representerat av matrisen Z inses latt att det kom-
plexa konjugatet Z motsvaras av den transponerade matrisen Z7. Dessutom
giller att |z|? = det Z, d.v.s. absolutbeloppet av z ir lika med kvadratroten ur
determinanten av Z:

a

detZ:‘ b

-b ’:a2+b2:|22.

Réknelagarna fér matriser gor att addition och multiplikation fungerar exakt
likadant nér de komplexa talen representeras av matriser som annars. Detta
kan visas med tva godtyckliga komplexa tal z; = a + bi och z5 = ¢ + di.

a —b L[ —d\ ([ a+c —(b+4d)
b a d c "\ b+d a+c
a =b\ (¢ —d\ _ [ a—-bd —(ad+bc)
b a d ¢ "\ ad+bc  ac—bd
att jamforas med

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d)

respektive
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, bc + ad).



1.6 Komplexa funktioner

I grundldggande analys behandlas funktioner som har de reella talen som definitions-
och viardeméngd. f : R — R. En komplex funktion har de komplexa talen C som
definitions- och virdeméngd. g : C — C. Ibland talar man om en komplexvérd
funktion, vilket endast talar om att funktionens virdeméngd ar en delméngd av

de komplexa talen.

En komplexvéird funktion &r bestdmd av sin real- och imaginérdel: g = u+iv
dar u och v &r reellviarda funktioner av det komplexa talet z. Eftersom z bestams
av tva reella parametrar x och y kan man se funktionerna u och v som reellvarda
funktioner av tva reella variabler. En komplexvird funktion g kan d& skrivas:
g(z,y) = u(z,y) + iv(x,y). Komplex analys handlar om att ge reella funktioner
s& som sin x, cos x, Inx, e*, % 0.s.v. en tolkning for komplexa argument och att
ta fram teori for komplexa funktioner och deriverbarhet.

Detta sysselsatte 1700-talets matematiker. Den forsta att studera komplexa
logaritmer var matematikern Johann Bernoulli som ndmnde dessa i en artikel
1702. Vidare noterade engelsmannen Roger Cotes 1714 att det verkade finnas
ett samband mellan komplexa logaritmer och de trigonometriska funktionerna
sinus och cosinus. Resultatet av deras arbete sammanfattades av Leonard FEuler
d& han 1748 i en artikel publicerade formeln (2). Euler kom fram till formeln
genom att anvédnda sig av serieutvecklingarna:

2 3 4

x>  r w

e’ = Itot ptgptgpt-- (3)

. R L

sine = z-— y—i—y W+§+ (4)
2 4 6 8

cosz = 1—— 42 T T 4 (5)

20 41 6! 8l
Euler utgick fran (3) och ersatte x med iz vilket enligt rikneregler for imaginéra
tal ger:

2 373 .’174 56‘5 1‘6 .’177 .’178

X
TR TR T I T IR

Uppdelning i real och imaginérdel ger:

; .1:2 .1:4 .1:6 .Tg .TB .’E5 337 J}g
€':<1 5—’—5_6—1—5—1— )+Z< §+a 7|—|—9'—|-)

som med (4) och (5) ger formeln (2). Detta dr dock bara formella rikningar |
formeln (3) &r ju hérledd med forutsittningen att = € R. Ett fullstdndigt bevis
maste innehalla en konvergensanalys.

Inséttning av § = 7 i Eulers formel ger det mérkliga sambandet:

e +1=0,

som mycket kort sammanfattar tusentals ar av matematisk utveckling. Kopp-
lingen mellan imaginédra tal och periodiska funktioner genom Eulers formel kan
anvindas for att hirleda manga trigonometriska formler. Om vi antar att for-
meln e?t® = e%.¢b dven giller fér imaginira exponenter kan additionsreglerna for
sinus och cosinus hérledas: €% = ¢/(*+¥) = cos(x4y)+isin(z+y) = e.e¥ =
(cosz+isinx)(cosy+isiny) = cosx cosy—sinx siny—+i(cos z sin y+sin x cos y).
Identifiering av realdel och imaginérdel ger nu additionsformlerna for bade sinus
och cosinus.



1.7 Komplexa logaritmer

Den naturliga logaritmen for ett reellt tal > 0 , Inz uppfyller: e®? = 2.
Den naturliga logaritmen kan alltsa hirledas ur funktionen e*. Eftersom e'* =
coszx + ¢sinz kan vi ge en tolkning av logaritmen for ett komplext tal z. Om
2z =1 =¢€'% kan vi tolka log z som i3 da detta tal uppfyller relationen elogz = 7.
Vi ser dock att logaritmen for ett komplext tal ej ar entydigt bestdmd eftersom:
i =e'% =312k L ¢ 7. Detta ér en foljd av periodiciteten hos sinus och
cosinus. Vid rdkningar med komplexa logaritmer maste man naturligtvis krava
att funktionen log z ar entydigt bestdmd. Detta l6ses genom att man féreskriver
logaritmens vérden till ett visst omrade. Nagot forenklat kan man siga att man
bestammer sig for viljet viarde pa k som skall gélla. En konsekvens av detta &r
att vissa logaritmlagar ej géller for komplexa logaritmer.

2 Kvaternioner

2.1 En utvidgning av de komplexa talen

Den framgangsrika idén med att lata varje komplext tal representeras av en
punkt i ett plan gjorde att man borja stka efter en utvidning till tre dimensioner,
dér man kunde lata varje tal i ett nytt talsystem askadliggéras i nagot slags
komplext rum. Det visade sig vara svart att géra en sadan utdkning av de
komplexa talen och samtidigt behalla de regler och egenskaper som gor ett
talsystem meningsfullt.

Ett enkelt forsok att introducera tredimensionella komplexa tal skulle kunna
besta i att lata talen skrivas pa formen ¢ = a 4 bi + ¢j, dér a, b och ¢ &r reella
tal medan ¢ och j &r néagot slags imagindra enheter som uppfyller speciella
villkor. Det &r enkelt att infora en naturlig definition av addition mellan tva tal
t, = ay + b1i 4 ¢1j och ty = as + bai + ¢oj pa denna form:

tl + tg = (a1 + (12) + (b1 + bg)Z + (61 + CQ)j.
En definition av multiplikation skulle kunna se ut sahér:
ty-ta = (a1 4+ b1i + c1j)(az + bai + c2j) =

= aipaz + albgi + alcQj + blagi + b1b2i2 + blcgij + Clagj + Clbgji + 6162j2 =
=aias + (albg + blag)i + (a102 + Clag)j + blcgij + Clbgij + blbgiz + Clczjz.

Men denna definition dr inte fullstindig sa linge man inte bestdmt vad produk-
terna i2, j2, i och ji ska betyda. Och faktum &r att det &r omojligt att definiera
dessa produkter sa att talsystemet far alla egenskaper som man kan anse vara
nodvandiga for att det ska vara anviandbart.

2.2 William Rowan Hamilton

En av de personer som skulle komma att dgna stor tid och moda pa att hitta
nagot slags generalisering av de komplexa talen till fler dimensioner var irlinda-
ren William Rowan Hamilton. Han féddes den 4:e Augusti 1805 i Dublin. Bada
hans fordldrar dog da han fortfarande var en ung pojke. Hans farbror, som var



en anglikansk prést, utbildade honom. Geniet i Hamilton yttrade sig till en bor-
jan genom hans férméaga att hantera sprak. Redan vid fem &ars alder ldste han
grekiska, hebreiska och latin. Vid tio ars alder hade han lart sig ett halv dussin
orientaliska sprak utover de han redan behérskade.

Hamilton gick pa en av en liten men fin skola fé6r matematiker ssammankopp-
lad med Trinity College i Dublin. Det var hér han tillbringade stérre delen av
sitt liv. Redan vid knappa 22 ars alder blev han utndmnd till professor i ast-
ronomi. Hamiltons matematiska studier skotte han helt pa egen hand. Nar han
sedan borjade pa universitetet var han béast pa alla kurser.

De komplexa talen fascinerade Hamilton och det var han som forst defini-
erade komplexa tal som talpar av reella tal. Han var ocksa som sagt mycket
engagerad i sbkandet efter en utvidgning av dessa. Detta problem kdmpade han
med ldnge, men till slut hittade han en négot ovintad 16sning. Han kunde inte
utvidga de komplexa talen till tre dimensioner, men vl till fyra. Enligt historien
ska Hamilton ar 1843 ha vandrat med sin fru ldngs Royal Canal i Dublin da han
plotsligt insag det fundamentala villkor som gjorde utvidgningen maojlig:

i =52 =k? =ijk = —1.

Detta ska han genast ha ristat in i ena sidan av Broughambron. Ristningen
finns inte kvar, men istéllet finns en minnesplatta uppsatt som berdttar om
Hamiltons plotsliga insikt. Den nya fyrdimensionella algebra han hade upptéackt
kallade han fér kvaternioner, och han dgnade stor del av sitt fortsatta liv till
forsoka marknadsfora dem pa olika sétt.

Hamilton hann &ven bidra till utvecklingen inom optiken, dynamiken och
algebran med sitt arbete. En del av hans forskning har &ven blivit signifikativ
for utvecklingen av kvantmekanik. Han dog den 2:e september 1865.

2.3 Definition av kvaternioner

Det Hamilton visade ndr han upptéckte kvaternionerna att man genom att an-
vianda sig av tre imaginéra enheter kunde skapa ett system som &ger de flesta
av de vardefulla egenskaper man Onskar av ett talsystem. Kvaternionerna defi-
nieras som tal pa formen ¢ = a + bi + ¢j + dk, dér a, b, ¢ och d &r reella tal
medan 4, j och k &r imaginéra enheter som uppfyller det fundamentala villkoret
i? =352 =k?=ijk=—1.

Genom att anvinda sig av ekvationen ijk = —1 kan man enkelt hérleda regler
for multiplikation av tva olika imaginéra enheter. Exempelvis ger multiplikation
med i att iijk = —i, vilket tillsammans med villkoret 2 = —1 medfor att
—jk = —i som maste vara ekvivalent med jk = 4. Multiplicerar man nu med j ser
man att jjk = ji, som enligt j2 = —1 innebér att ji = —k. Men om sambandet
ijk = —1 multipliceras med k visar det sig att ijkk = —k, vilket tillsammans
med k? = —1 betyder att —ij = —k, eller ekvivalent ij = k. Eftersom ij # ji
kan vi dra slutsatsen att multiplikation mellan tva kvaternioner ¢; och ¢y inte
ar kommutativ, d.v.s att g1 - g2 i allménhet inte ar lika med g5 - ¢1.

Med samma metoder som ovan kan man visa produkterna mellan samtliga
par av imagindra enheter, och stélla upp dessa i en multiplikationstabell:
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2.4 Addition och multiplikation

En naturlig additionsregel f6r kvaternioner kan enkelt inféras om man anvénder
samma princip som fér komplexa tal, och helt enkelt adderar real- och de olika
imagindrdelarna var for sig. Summan mellan tva kvaternioner q; = a; + by +
c1j + dik och go = as + bs + co + dy definieras som:

g1+ g2 = (a1 + az) + (b1 +b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + do)k.

Addition mellan kvaternioner dr alltsa inget mer dn addition mellan reella tal.
Att regeln ovan dr bade associativ, s& att (q1 + ¢2) + g3 = ¢1 + (¢2 + ¢3), och
kommutativ, s& att q1 + g2 = g2 + q1, foljer darfor direkt av att detsamma géller
fér addition mellan reella tal.

Néstan lika enkelt kan man inféra en allmidn multiplikationsregel for kva-
ternioner. Regeln kan naturligt resoneras fram om man forutsitter att ai = ia
for alla reella tal a, och att motsvarande géller om ¢ ersétts med nagon annan
av de imaginédra enheterna. Fér samma kvaternioner ¢; och g som anvéndes i
additionsregeln borde produkten av dessa kunna ténkas se ut som foljer:

a1 g2 = (a1 + bri + c1j + dik)(az + bai + coj + dok) =
= aia2 + a1bai + aicoj + ar1dok + bras + b1b2i2 + bicotj + bidoik+
+Cla2j + Clb2ji + 0102j2 + C1d2jk‘ + diagk + dibaki + dlcgkj + d1d2k‘2.
Anvinder man sig av multiplikationstabellen ovan kan man sortera termerna:
q1 - g2 = (a1az — biby — c1c2 — dida) + (a1ba + brag + c1dz — dica)i+

+(a162 + cras + d1b2 - bldg)j + (aldg + d1a2 + 6162 - Clbg)k.

2.5 Vektor- och skalarprodukt

Hamilton ténkte sig att en kvaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk bestod av tva delar.
Talet a kallade han for skaldrdel, medan de resterande tre termerna tillsammans
utgjorde vad Hamilton kallade en vektor. Om man ser pa en kvaternion g som
uppdelad i en skaldrdel a och en vektordel, som kan betecknas v = (b, ¢, d), ar
det mojligt att skriva produkten mellan tva kvaternioner pa ett enklare sétt:
q = a+v. Hir kan man betrakta skaldrdelen a av ¢ som dess realdel, och vektorn
v som dess imaginédrdel.

Genom att sortera termerna i definitionen av multiplikation pa ett nagot
annorlunda sétt &n ovan upptacker man nagra intressanta samband:

q1 g2 = (a1az — biba — c1co — dida) + (arbe + bras + c1da — dica)i+

+(arcz + crag + diby — bida)j + (arda + diag + bicy — c1be)k =



=ajaz — (b1by + cico + dida) + ay(bai + c2j + dok) + az(bri + c1j + dik)+
+(01d2 — dlcg)i + (dlbg - b1d2>j + (b102 — Clbz)k‘.

Till att borja med kan man nu notera att b1by + c¢1co + didsy &r lika med det tal
vi kallar skaldrprodukten av vektorerna vi = (by,c1,d1) och vo = (be, ca,ds).
Vidare s ar vektorn (ci1ds — dyca, d1by — bida, bica — c1b2), som aterfinns i slutet
av uttrycket ovan, just den vektor vi kdinner som vektorprodukten av v; och
vo. Detta innebér att produkten av tva kvaternioner ¢ = a; + vy och ¢go =
as + v kan skrivas pa ett enklare sétt med hjélp av symbolerna for skaldr- och
vektorprodukt:

q1-q2 = aiaz — Vi -Va+ai1ve + agve + vy X va.

Vart att lagga marke till ar att vektorprodukten vq X vy ar det enda i skrivséattet
ovan som inte kommuterar. For denna giller att vi X vo = —vo X vy, vilket
betyder att skillnaden mellan produkten ¢;gs och den omvénda produkten g2q1
ar q1g2 — gaq1 = 2(v1 X vg). Om produkten mellan tvé specifika kvaternioner dr
kommutativ maste detta innebéra att vektorprodukten mellan deras vektordelar
ar noll. Reglerna for vektorprodukt siger da att vektorerna ar parallella.

2.6 Konjugat och absolutbelopp

Precis som man till varje komplext tal z = a + bi kan tilldela ett unikt tal
Z = a — bi som kallas det komplexa konjugatet, kan man definiera ett konjugat
for kvaternioner. Detta gér man i analogi med de komplexa talen genom att lata
imaginardelen, i detta fall samtliga av de tre koefficienterna for i, j och k, byta
tecken. Konjugatet till kvaternionen ¢ = a+bi+cj+dk = a+ v definieras alltsa
som q = a—bi—cj—dk = a—v. For tva kvaternioner ¢; = a1 +b1i+c15+dik =
a1 + vioch qo = as + bat + coj 4+ dok = as + vo géller att:

g1+ g2 = (a1 +az)+ (b1 +b2)i+ (c1 +c2)j + (di + do)k =

= (a1 + ag) — (bl + bQ)i — (Cl + Cg)j — (dl + dz)k =q +q2.

Ovanstédende samband har exakt samma utseende som motsvarande for kom-
plexa tal. For komplexa tal géller dessutom att z1z5 = z122, vilket ddaremot inte
ar sant for kvaternioner. Eftersom produkten av tva komplexa tal &r kommutativ
géller dock &ven att Z1zs = Z2Z1. Detta samband ar sant ocksé for kvaternioner,
vilket kan verifieras genom att utveckla gigz och g,q, var for sig:

G192 = ai1az — V1 - V2 +a1ve + az2vy +Vy X vg =

a1Gy — V] Vg — a1 Ve — GaV] — V1 X Va.
7001 = (a2 + (=v2))(a1 + (—v1)) =
= azgar — (=v2) - (—=v1) + az(—v1) + a1 (=v2) + (=v2) x (=v1) =
=@a1a9 — V] - Vg — a1Va — GaV] — V1 X Va.

Liksom for komplexa tal &r produkten av en kvaternion och dess konjugat alltid
ett reellt tal. Varje kvaternion har ocksa ett reellt absolutbelopp |q| vilket i likhet



med komplexa tal och dven vektorer definieras som |q| = Va2 + b2 + 2 + d=.

For absolutbeloppet géller féljande samband:

@@= (a+V)(a+(—v)) =a*>—v-(—v)+av+a(—v)+vx (—v) =a’+ vy vy =
=a® + b2+ 2 +d? =g

Ekvationen ¢g = |g|? ger att varje kvaternion ¢ # 0, i analogi med de komplexa
talen, har en entydigt bestdmd multiplikativ invers

-1 q
=5
lq|?

2.7 Matrisrepresentation

Liksom for komplexa tal gar det utmérkt att lata kvaternionerna representeras
av matriser. Detta kan goras pa tva sitt. Antingen med 2x2-matriser dar varje
element ar ett komplext tal, eller med 4x4-matriser déar alla element &r reella.
Representationen med komplexa 2x2-matriser ser for en godtycklig kvaternion
q = a + bi + cj + dk ut pa foljande vis:

a—di —b+ci
<b+ci a+di ) (6)
Exempelvis skulle kvaternionen 14 2i+ 35 + 4k fa foljande utseende péa en saddan

matrisform:
1—4i —2+3:
2+3i 1+43 ’

Varje matris pa denna form &r en linjirkombination av basmatriserna

1 0 0 -1 0 ¢ -1 0
r=(an) =) () (0 )
som motsvarar 1, i, j respektive k och uppfyller villkoret
I’=J>=K*=1JK =-E.

Later man nu rdknelagarna fér komplexa tal och matriser gélla kan man enkelt
visa att addition och multiplikation mellan kvaternioner fungerar pa samma sétt
dven nir dessa man later kvaternionerna representeras av matriser pa formen
(6). Om ¢1 = a1 + b1i 4+ c1j + dik och g2 = ag + bai + coj + dok skulle deras
summa se ut sdhar:

a1 —dit —by +cqi i as — dot  —bg + col .
b1 +c11  ay +dii bo + cot  as + doi o

. a1 —dii+as —dsi  —by +c1i— by + coi .
- bl+61i+b2+62i a1+d1i+a2+a2i -

- < (a1 + ag) — (dl + dQ)Z —(bl + bg) + (Cl + Cg)’i >
(b tbe)+(cate2)i (a1 +ag)+ (di +da)i

Den erhallna matrisen dr som synes exakt den som motsvarar kvaternionen
(q1 +¢2). Multiplikationsregeln kan kontrolleras lika enkelt med hjilp av reglerna
fér matrismultiplikation.



For de 2x2-matriser som kan representera komplexa tal konstaterades tidi-
gare att absolutbeloppet av ett komplext tal var detsamma som kvadratro-
ten av determinanten av motsvarande matris. Aven matriser pa formen (6)
som representerar kvaternioner har denna egenskap, och fér kvaternionen ¢ =
a+ bi + cj + dk representerad av 2x2-matrisen Q giller dirfor att |¢|? = det Q:

_|a—di —b+ci
det @) = b4+ci a-+di

= (a —di)(a+di) — (=b+ci)(b+ ci) = a* + b* + * + d* = |¢|*.

Ett komplext tal representerat av en 2x2-matris har som bekant ett konjugat
som motsvaras av den transponerade matrisen. Detta &r inte sant for kvaternio-
ner och deras respektive matriser pa formen (6). Daremot géller fér kvaternionen
q och motsvarande 2x2-matris att konjugatet g representeras av det konjuge-
rade transponatet av samma matris. Med det konjugerade transponatet menas
den matris som erhalls om en ursprungsmatris transponeras efter att alla dess
element bytts ut mot respektive komplexa konjugat.

Det andra séttet att representera kvaternioner med matriser bestar som
sagt i att anvinda 4x4-matriser dér varje element ar ett reellt tal. Kvaternionen
q = a + bi + ¢j + dk representeras da av matrisen:

a —-b d -—c
b a —c —d
—-d ¢ a —-b |’ (7)
c d b a
De matriser som pa denna form motsvarar 1 respektive de imaginéra enheterna
ar:
10 00 0 -1 0 O
01 0O 1 0 0 O
E= 001 0|’ I= o o0 o0 -1 |
0 0 01 0 0 1 0
00 0 -1 0 01 0
00 -1 0 0 0 0 -1
J= 01 0 0 ’ K= -1 0 0 O
1 0 0 0 0 1 0 O

Precis som i fallet med 2x2-matriser dr varje matris pa formen (7) en linjarkom-
bination av E, I, J, K som givetvis uppfyller det fundamentala villkoret

PP=J?=K?=1JK =—-E.

Att additions- och multiplikationsreglerna géller &ven fér matriser pa denna form
ar inte svart att kontrollera. En kvaternion ¢ = a+ bi + ci + dk, representerad av
en matris ) pa formen (7), har ett konjugat g som representeras av transponatet

av Q:

a b —d c

r | =b a c d
Q = d —c a b
—c —d -b a
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2.8 Kvaternionernas betydelse

Nér Hamilton spred ldran om sina kvaternioner i mitten av 1800-talet var de
néagot kontroversiellt, framst pa grund av att de inte uppfyllde den kommutativa
lagen for multiplikation. Kvaternionerna vann dock viss respekt hos matemati-
ker, men de blev dnda aldrig det revolutionerande verktyg som Hamilton trott
och hoppats pa. Mot slutet av 1800-talet hade den mer allméngiltiga vektoral-
gebran tagit 6ver det mesta av den matematik och fysik som kunde beskrivas
med hjélp av kvaternioner, och idag tillimpas Hamiltons upptéckt i mycket fa
sammanhang.

Men dven om kvaternionerna idag inte anvénds i sarskilt stor utstrackning
har de haft stor historisk betydelse for viktiga delar av matematikens utveckling.
Vektoralgebran har i sjalva verket hela sitt ursprung i Hamiltons kvaternioner,
och det var Hamilton som introducerade begreppen skaldr och vektor. Det var
ocksa Hamilton som genom multiplikationsregeln for kvaternionerna forst stotte
pa de samband som idag kallas skaléar- och vektorprodukt. I viss litterlatur finns
i, j, k fortfarande kvar som beteckning for basvektorer.

Vektoralgebran som fran borjan var ett sidospar ur kvaternionerna utveck-
lades och kom pa sikt att néstan helt ersdtta dem. Men kvaternionerna dyker
fortfarande upp inom vissa tillimpningar. Precis som de komplexa talen kan
anvandas for att beskriva vridningar i planet, kan kvaternionerna anviandas for
att beskriva vridningar i rummet. Detta later sig emellertid goras dven med
matriser, varfor kvaternionerna kan verka overflodiga. En viss fordel finns dock
med att anvdnda kvaternioner, eftersom de erbjuder ett kompakt och smidigt
skrivsdtt. En vektor x roteras med hjilp av foljande funktion:

y =axq "
Hir dr ¢ en kvaternion med |¢| = 1, och ¢~! = g &r dess invers. y dr den
vektor som erhalls efter rotation av x. Sambandet far ett snarlikt utseende om
rotationen utfors med matriser, men den matris som anvénds ar betydligt mer
komplicerad uttryckt i de variabler som beskriver rotationen. Matrisen i fraga
ar en ortogonal 3x3-matris, och eftersom en sadan bestér av nio olika tal medan
en kvaternion bara bestar av fyra kravs det ocksa betydligt fler berdkningar om
rotationen utfors med hjilp av matrismultiplikation &n om den utférs genom
multiplikation av kvaternioner. Detta gor att det oftast gar bade snabbare och
smidigare att anvinda kvaternioner. I de moderna datorspelens 3d-grafik mas-
te berdkningar av vridningar ga mycket snabbt, och darfor féredrar man ofta
kvaternioner framfor matriser. Andra omraden dir kvaternionerna tillampas ar
kontrollteori och robotteknik.
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1 Historik

William Rowland Hamilton féddes vid midnatt mellan den 4 och 5 augusti 1805,
vilket har lett till viss oklarhet kring fodelsedatumet. Han hade en farbror som
var lingvist och ska ha lirt William 14 sprak under hans uppvixt. Hamiltons
matematikintresse borjade vildigt tidigt och helt utan nagon lirares inbland-
ning. Vid tio ars alder kom han 6ver en bok om Euklidisk geometri som han
studerade med iver. Som tolvaring borjade han studera Newtons Arithmeti-
ca Universalis och som sjuttonaring upptéickte han ett fel i Laplaces Celestial
Mechanics. Att Hamilton inte hade nagon liarare gjorde att hans matematiska
sprak fatt en egen touch. Under sin collegeperiod fick Hamilton méngder av
utmiirkelser. Han var alltid foérst fran tentorna och hade alltid bést resultat.
Hamilton slutférde inte sina studier vid colleget sedan han 1827 blivit utsedd
till Royal Astronomer of Ireland och han fick som uppgift att skota ett observa-
torium i nordvéstra Dublin. Hamilton kunde mer &n de flesta om teorin kring
astronomi men hade ingen erfarenhet av det praktiska arbetet. Ganska snart
trottnade han pa att sitta vaken och gora observationer och hyrde in tre av
sina systrar. Istéllet dgnade han sig at att skriva poesi. Detta var dock inte en
av Hamiltons stora begavningar och han blev snart radd att inte skriva mer.
Hamilton studerade dven optik och dynamik och skrev manga bocker kring
bigge d&mnena.

Hamilton var mycket intresserad av de imaginéra talen. Den moderna defi-
nitionen av de komplexa talen som ett par av reella tal infordes av Hamilton.
Lénge forsokte han hitta ett liknande talsystem for tre dimensioner. Genom att
anvanda talpar av komplexa tal kom han istéllet fram med en teori for fyra
dimensioner. Under en promenad &ver Brougham ”Broom” bron i Dublin den
16 oktober 1843 fick Hamilton idén om reglerna; i’ = j2 = k? = ijk = —1.
Genast sprang han in under bron for att diar karva in sin geniala tanke. Han
dopte de fyrdimensionella talen till kvaternioner och skrev dem pa formen
p =a+bi+cj+dk, dar i, j, k &r imagindrdelarna. Om kvaternionens tillkomst
har han sjélv sagt att

” The quaternion was born, as a curious offspring of a quaternion of parents,
say of geometry, algebra, metaphysics, and poetry.... I have never been able to
give a clearer statement of their nature and their aim than I have done in two
lines of a sonnet addressed to Sir John Herschel: ’And how the One of Time,
of Space the Three Might in the Chain of Symbols girdled be’.”.

Hamilton satt ofta djupt forsjunken i sina egna tankegangar, vilket inte helt
sallan ledde till att han glomde bort att dta och skota andra jordliga ting.
Eftersom han var oerhért noggrann med allt han féretog sig, blev bara en brakdel



av hans totala arbete publicerat. Mycket av det han skrev finns inte lingre. Sina
sista 6 ar dgnade han at boken FElements of Quaternions, vilken blev firdig en
eller tva dagar innan han dog, den 2 september 1865.

2 Rikneregler

De kvaternionska riaknereglerna paminner till stor del om réknereglerna for reel-
la tal. Den huvudsakliga skillnaden &r att kvaternioner &r icke-kommutativa.
Héar 4r nagra exempel pa regler som dr gemensamma, dir p, g och r betecknar
kvaternioner.

ptqg=q+p, (1)
p+(g+r)=@+q9+r (2)
plgr) = (pa)r, 3)
plg+r) =pq+pr, (4)

dér (1) dr den kommutativa lagen fér addition, (2) och (3) de associativa lagarna
och (4) den distributiva lagen.

En kvaternion skrivs alltsa som p = a + bi + ¢j + dk. Vid rakneoperationer
med kvaternionens tre imagindrdelar anvénds

i =2 =k? =ijk = —1. (5)

Vi kan nu hirleda de icke-kommutativa riknereglerna utifran (1). Om vi
forst tittar pa ijk = —1 kan vi multiplicera med k i bada leden, vilket alltsa
ger k = ij (eftersom k? = —1). Detta bevisas pa samma siitt for i och j.
Vidare ser vi att det dven dr mojligt att skriva ij pa ett annat sitt; i = jk
multiplicerat med —j fran vénster ger k = —ji = ij. Alltsa kan vi konstatera
att riknelagarna #r icke-kommutativa (detta kan dven ses ur de kvaternionska
matrisrepresentationerna, se avsnitt 2.2.2). Kvaternionernas icke-kommutativa
egenskaper illustreras effektivt med foljande tabell

1] i]g |k
1111k
i i |-1] k]|
i3 [ k|11
Elk|j|d]-1

Hamilton presenterade kvaternionerna som en realdel och en vektor (vi véljer
att anvédnda tva kvaternioner p och ¢, da de bada kommer nyttjas vid senare
utrikningar och bevis)

p=a+1, (6)

g=t+7. (7)



Vektorn bestar alltsa av de tre imaginéirdelarna

@ = bi+ cj + dk,

Uv=uxi+yj+ zk.
Likt de komplexa talen har kvaternioner ett konjugat, definierat som

p=a—u,

<L

G=t-

Multiplikation for kvaternioner ér dven definierad, men da icke-kommutativitet
rader dr mulitiplikationsordningen av betydelse. Ett enkelt exempel f6ljer. Nu
passar vi dven pa att hirleda en formel for multiplikation med kvaternionen
uppstilld som en realdel plus en vektor, se (6) och (7).

pg = (a+a)(t+7) = (a+bi+cj+dk)(t+ zi+yj + zk)
=at —bx —cy —dz +i(ax + bt + cz — dy)
+j(ay + ct + dx — bz) + k(az + dt + by — cx)
=at—u-U+td+av

+i(cz — dy) + j(dz — bz) + k(by — cz).

Vi ngjer oss med att visa multiplikation at ett hall, men produkten kommer
att dndra tecken beroende pa ordningen. Som vi tidigare har ndmnt, inférdes
vektorprodukten i samband med kvaternionen och vi kan nu konstatera att var
okénda produkt blir just vektorprodukten

o o

UXUT=—UXU= =i(cz — dy) + j(dx — bz) + k(by — cx).

8 O oo
N QI

Y

En enkel formel for att rakna multiplikation med kvaternioner blir saledes
pg=at—u-v+av+ti+u X v. (8)

Konjugatet kan anvéndas for att reducera bort eventuella imagindrdelar.
Detta anvinds framst vid division

1

—1 _

P = —p. 9
= (9)

Absolutbeloppet av en kvaternion brukar kallas dess norm N(p), definierad
som

lp| = N(p) = vpp = Vpp
=+/(a+U)(a—a)

=+Va?—-u-u

= Va2 + b2+ +d2 (10)




2.1 Skalarprodukt

I kvaternionska sammanhang kallas skalarprodukten ofta for inre produkt. Den
inre produkten kan anvéindas for att isolera separata element ur kvaternionen.
Man kan dven riakna ut kvaternionens yttre produkt, dven kind som hakprodukt
(skrivs matematiskt som A).

pg+ap
q= g (11)

Om vi beriknar (11) genom att anviinda de grundliggande rikneregler vi
formulerade i bérjan av kapitlet far vi

1
[(a —D)(t+70) + (t — @) (a+7)] = §[at—ﬁ-ﬁ'+aﬁ—ﬁt+ta—ﬁa+tﬁ—ﬁ~ﬁ]

1

N~

=at—u-v

=at+ bx + cy + dz.

Ett mer demonstrativt exempel pa den inre produktens isolerande egen-
skaper ges har

1 1
poi= 5[(@—17)(1’) + (—i)(a+ 7)) = i[ai—ffi—ia—iﬁ]
1
= 5[—171'—2'17]
= %[b—cji—dki—!—b—cij—dik]
=0b.

Ur kvaternionen p har vi alltsa isolerat b, den reella konstant som ursprungligen
tillhérde imaginérdelen .
Hakproduktens formulering &r mycket lik den for skaldrprodukt
pg —qp
pAq= 5 (12)

Ett exempel pa hakproduktens egenskaper
o1 N . - . .
PAL= 5[((1 —9)(i) — (—i)(a+ V)] = §[az — ¥i +ia + i7]
1
= 5[2ai+ b— cji — dki — b+ cij + dik]
= at.

Vi ska inte ga in pa djupet med vektorprodukten, men den &r vid kvater-
nionrékningar relaterad till skaldr- och hakprodukten. Vektorprodukten skrivs
som

pg—ap
pxq= : (13)



2.2 Matrisdefinitioner

Som vi tidigare har ndmnt gar det att utnyttja matriser for att representera
kvaternioner. Matrisernas icke-kommutativa struktur visar sig fungera utmérkt
for att beskriva imaginirdelarnas egenskaper.

2.2.1 Komplexa tal

Ett komplext tal w = aE + bl kan pa matrisform definieras som

(E)-()n(t)

Matrisen F med den reella konstanten a definieras som det komplexa talets
realdel (enhetsmatrisen). Matrisen I svarar mot det komplexa talets imag-
indrdel. Det visar sig att de komplexa talens rikneregler gar att utvinna ur
matriserna, t.ex far vi att £2 = FE och I? = —E.

2.2.2 Kvaternioner

Vi beskriver tva former for att representera kvaternioner med matriser. I de
bada formerna svarar kvaternionsk addition och multiplikation mot addition
och multiplikation med matriser. Forsta formen bestar av en 4 x 4 matris dér
kvaternionen p blir

a -b d -—c
b a —c —d
—-d c a —b (15)
c d b a

Hér motsvarar matrisens transponat kvaternionens konjugat.
Den andra formen, som vi huvudsakligen kommer att jobba med &r en
utveckling av de komplexa talens 2 x 2 matrisform i (14)

a—di —b+ci
(b-l—ci a+ di ) (16)
Vi skriver hér kvaternionen som z = aF + bl + ¢J + dK, dar E och I
symboliseras av matriser med samma utseende som for komplexa tal (se avsnitt

2.2.1). Med enkel utveckling av (16), finner vi de resterande imagindrdelarnas
matrisrepresentanter ger

a—di —b+ci\ _ [ a —b n —-d ¢
b4+ci a-+di “\b a ! c d



2.2.3 Exempel med matriser

Vi ska nu undersoka hur manga kvaternionska l6sningar det finns for en viss
polynomekvation, till exempel

22+1=0.

Vi anvénder oss av matrisdefinitionen (16) foér att 16sa ekvationen.

2_(a- di —b+ci\’
S\ b+t a+di
[ a® b —c* —d* - 2adi —2ab + 2aci
o 2ab + 2act a? —b% —c® — d% + 2adi

_ a2 - —c2—d? 2ab npy —ad ac
- 2ab a2 —b% — 2 — 2 ! ac ad
= (a*? = b* — ¢ — d*)E + 2abI + 2a.J + 2adK = —1.

Eftersom de imaginédra komponenterna I, J och K inte kan uppfylla hogerledet
i utrikningens nedre rad, maste a = 0 vilket ger oss en ekvation med enbart
reella tal.

= W-F-dP=-1 & P+IA+d=1
Hér ser man direkt att det maste finnas odndligt manga kvaternionska l3sningar,
eftersom a, b och c ar reella tal.

Man kan givetvis gora en betydligt mer djuplodande analys av hur antalet
kvaternionska l6sningarna férhaller sig till olika polynomekvationer, men vi néjer
oss med att konstatera att det i manga fall ror sig om ett odndligt antal 16sningar.
Som niista steg skulle man, exempelvis, kunna underséka om 22 = ¢ alltid har
losningar (dér ¢ #dr en kvaternion).

2.3 Dimensionella mdéjligheter

Kvaternioner #dr ett tal i fyra dimensioner; man kan fraga sig varfor det inte
finns nagon motsvarighet i exempelvis tre dimensioner. Om vi nu antar att vi,
istédllet for tre, har tva imaginéra delar som betecknas i och j. Varje tal kan da
skrivas w = x + yi + zj dér x, y och z &r reella konstanter.



For att rummet av vara tal skall vara slutet under multiplikation, maste vi
definiera ij som ij = x + yi + zJ.
Men vi vill samtidigt att associativitet skall gélla. Vi far da att

i (i) = (i) - j = (1) - j = —J. (17)
Enligt ovan far vi nu
i-(i7) =i(x + yi + zj)
=xt— Y+ 21
=xi—y+z(x+yi+ zj)
= (22 —y) + (x + zy)i + 2°%j

dér (17) ger att
—j=(w—y) + (z + )i+ 2.

For att vinster- och hogerleden skall vara lika maste vi ha

zx —y =0
rz+zy=20
22 = —1.

Men eftersom z, y och z &r reella konstanter kan den sista likheten inte gélla.
Alltsa kan vi konkludera att komplexa tal inte forekommer i tre dimensioner.

Med ett mer allmént bevis, som dr uppbyggt pa liknande sitt, kan man visa
att det bara finns komplexa tal i 2" dimensioner (fér hogre dimensioner dr sam-
lingsnamnet hyperkomplexa tal), med en reell komponent och n — 1 imaginéra
komponenter.

3 Tillampningar

Nér Hamilton upptéckte kvaternionerna 1843 trodde han och hans samtida
matematiker att upptéckten skulle innebéra en mindre matematisk revolution.
Man hoppades att kvaternionerna skulle vara lika anvindningsbara som de kom-
plexa talen. Det visade sig dock snabbt att deras anvindningsomrade dr avsevért
mycket mindre dn de komplexa talen. Ett exempel pa detta dr i samband med
analytiska funktioner, som for kvaternioner &ar ytterst begridnsade och till stor
del oanvéndbara.

Trots att kvaternionerna i manga matematiska sammanhang avfirdades som
totalt irrelevanta, kan man siga att de indirekt banade vig for vektorer och olika
vektoroperation, t.ex skalédr- och vektorprodukt. En tidigt variant av Maxwells
vagekvationer skrevs faktiskt mha kvaternioner.

Kvaternionernas sérstillning har inte fordndrats mérkbart i dagens teo-
retiska matematik. Diaremot anvinds de flitigt i diverse programmeringssam-
manhang, t.ex grafik, kontrollteori och signalbehandling, framfor allt for att
talen kan representera rotationer och orienteringar. Matriser kan dven anvindas
till detta dndamal, men kvaternionerna ger firre rikneoperationer. Detta &r en
hogst onskvird egenskap och alltsa foredrar man hér att arbeta med kvater-
nioner.



4 Kallor

http://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion
http://mathworld.wolfram.com /Quaternion.html
www.mai.liu.se/ kehil/XXX.pdf
http://www.daviddarling.info/encyclopedia/Q/quaternion.html
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"Ar 1953 insag jag att den rita linjen for till minsklighetens
undergang. Men den réta linjen har blivit rena tyranniet. Den rita
linjen dras fegt med linjal utan tanke eller kiinsla; det dr den linje som
inte existerar i naturen. Och den linjen ar det ruttna fundamentet
for var dodsdomda civilisation. Trots att man pa vissa hall medgivit
att den leder i fordéarvet fortsdtter man att folja den. [...] Varje
monster som leder till den rata linjen dr d6dfott. Idag befinner vi oss i
rationalismens triumf och finner oss samtidigt att sta infér tomheten.
Ett estetiskt tomrum, en 6ken av enformighet, kriminell sterilitet,
forlorad skaparkraft. Till och med kreativiteten &r prefabricerad. Vi
har blivit maktlésa. Vi kan inte skapa lingre. Det dr var verkliga
analfabetism.”

-Freidensreich Hundertwasser, Osterrikisk malare

Ordet fraktal myntades inte forrén s& sent som 1975 av Benoit Mandelbrot men
ménniskan har jobbat med fraktalliknade problem sedan 1100-talet — antagligen
tidigare. Den ordentliga foregangaren till fraktalforskningen startades inte férrin
under 1870 da man lyckades skapa kurvor som fyllde upp kvadrater, kurvor som
korsade sig skiilva i varje punkt, kurvor med oéndlig l&ingd och &ndlig area samt
kurvor utan langd. Nistan alla dessa exemplen kom fran méngdliran.

Forst ut var Karl Weierstrass da han 1872 lyckades bevisa att det fanns konti-
nuerliga funktioner som saknar derivata. Detta vinde uppochner pa den klas-
siska analysen, vilket gjorde de flesta matematiker ganska férbannade. 1883
uppfann Georg Cantor cantormingden i viken man efter ofindligt med itera-
tioner har tagit bort hela strickan men ldmnat odndligt manga punkter kvar.
Se figur 3.

Nista genombrott kom ndr Giuseppe Peano 1890 skapade en kurva som korsade
varje punkt i en godtycklig kvadrat. Detta komplicerade dimensionsdefinitionen
eftersom man nu kunde beskriva en tvadimensionell yta med en variabel, se
figur 1.

De foljdes 1906 upp av Helge von Kochs snoflinga, vilket &r en geometrisk figur
som precis som i Weierstrass funktion saknar derivata. Den har dven en annan
intressant egenskap da den har en dndlig area men en odndlig omkrets. Se figur 4.
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Figur 1: Peanokurvan &r en kurva som fyller en yta.

1918 publicerade Gaston Julia Journal de Mathematic Pure et Appliqué i vilken
han behandlar Juliam#ngder vilket dr iterering av rationella funktioner i det
komplexa planet t.ex. Mandelbrotsméngden 2,1 = 22 + C som stannar inom
en sluten mingd d& n gar mot odndligheten. Detta gav honom le Grand Prix
de I’Académie des Sciences vilket gjorde honom vérldskind under 20-talet.

Manga matematiker ogillade dessa nya funktioner Poincaré kallade dem ett gal-
leri av monster och Hermite skrev om hur han "vinde sig i skrick och réidsla
ifran den hemska plagan av funktioner utan derivata” och han forsdkte stoppa
Lebesgue att publicera en artikel om icke-differentierbara ytor. De flesta mate-
matiker hade vid den hér tiden samma &sikt som Hermite viket gjorde att ofta
nar Lebesgue forsokte delta i en matematisk var det nagon analysprofessor som
sa “detta intresserar inte dig, vi talar om deriverbara funktioner”. Detta ledde
till att mycket av dessa funktioner och figurer glémdes bort.

1945 introducerades Benoit Mandelbrot av sin farbror fér Juliam#ngden som
ansag att det var ett mycket intressant problem. Mandelbrot var diremot inte
alls intresserad och borjade jobba med vad som kan tyckas vara helt andra saker
men 1970 ledde hans forskning tillbaka till Juliamingderna och med hjalp av
datorer kunde man nu rita upp dem pa ett effektivt sétt.

"Hur kommer det sig att geometrin ofta beskrivs som kall och
torr? En orsak ligger i dess oférméaga att beskriva formen pa ett
moln, ett berg, en kust eller ett trad. Moln ar inga sfirer, berg dr inga,
koner, kuster dr inga cirklar, bark &r inte sldt och blixtar beskriver
inga réta linjer. Mer generellt vill jag hdvda att ménga av naturens
monster dr si oregelbundna och fragmenterade ett naturens mdonster
inte bara dr hogre dn den euklidiska geometrin utan av en helt annan
art.”

- Benoit B. Mandelbrot [5]



Figur 2: Exempel pa en Juliamingd.



Dimension

Vad menar vi egentligen med begreppet dimension? Det finns flera tdnkbara sétt
att definera dimension, och hur man gor det beror pa vad man vill dstadkomma.

I denna uppsats kommer vi att vilja behandla olika geometriska figurer, eller
punktmingder som vi hidanefter skall kalla dem. Ett mojligt sdtt ar att in-
fora ett kordinatsystem for att se hur manga variabler som krivs fér beskriva
méangden. I ett plan kan alla punkter beskrivas med tva variabler och vi kallar
det dérfor tva-dimensionellt 1. Dimension hiinger ocks& samman med hur man
méiter mangder och hur mattet skalar, en kvadrat har ett tvidimensionellt matt
som vi kallar area, nir vi dubblar sidan kommer arean att 6ka med en faktor
22,

Haér vill vi &ven kunna berdkna dimensioner for fraktaler, tex manger som saknar
area men har oindlig langd. Med detta i &tanke anvinder vi Hausdorffdimension
uppkallat efter Felix Hausdorff.

Hausdorffdimension

Lat F vara en vanlig kurva i R® med definerad lingd som man vill berikna
lingden pa. Ett sitt ar att tdcka kurvan med klot med diameter 6. D3 ar langden
summan av klotens diametrar.

L(F):Z(Si

Eftersom kloten fortfarande kan 6verlappa varandra si siger vi att vi tar minsta
mojliga antal klot som kravs for att tdcka kurvan.

L(F) = inf{Z:(Si}

For att forbéttra approximationen later vi § — 0.

L(F)_%ii%{inf{;éi}}

Lat nu F vara en vanligt ytstycke med bestdmd area som man vill berdkna. Om
vi anvéinder samma metod som ovan kan vi berékna arean. y = 7.

A(F) = lim { inf { ;(637)}}

Mer allmint kan det d-dimensionella méattet bestdmmas med

() = tim {int { 600} | M)

!Det kan beskrivas med en variabel (t.ex. med en Peanokurva), men inte pi ett sirskilt
meningsfullt sitt



Detta matt kallas Hausdorfimattet for d.

Vad hinder om vi forsdker mita langden péa den en yta?

L(Y) = ;ii%{inf{;&i}}

Vi kan se att detta gransvirde divergerar da 6 — 0, en given yta kan inte tackas
av ett dndligt antal linjestycken.

Vi forscker dven mita ytans volym:
V(Y) = lim {inf { 2(55’7)}}
6—0 Py

Detta gransvirde gar mot 0 dd 6 — 0. Det enda meningsfulla mattet for en yta
ar det tvadimensionella — arean.

Vi kan definera dimensionen f6r en méngd som den kritiska dimension dar mattet
dndras fran odndligheten till 0.

Sats 1 For varje mangd F # () finns ett D sddant att.

i) = tim {we { Sty = { 0 957 @)

i=1

Detta D kallas Hausdorffdimensionen fé6r mangden F. Detta sétt att definera
dimension dr teoretiskt tillrackligt d& det fungerar for alla méngder, men i prak-
tiska sammanhang beh6vs andra metoder att rdkna ut eller approximera dimen-
sioner. Obsververa dven att D inte behdver vara ett heltal, vi kommer att fa se
flera exempel pa detta.

Sats 2 Om F € R" och A > 0 sd gdller att

HUNF) = NN F)
dar \F = {\x : x € F}, dvs. mangden F skalad med en faktor \.
For bevis, se [6], sida 27.

Exempel

Har foljer nagra exempel pa fraktaler samt hur man réknar ut deras Hausdorff-
dimensioner.

Cantorméingden

Tag en linje med lingden ett, dela den i tre delar, tag bort den mittersta delen.
Tag nu de tva aterstdende delarna och dela var och en i tre delar, tag bort den
mittersta delen pa var och en osv. Det du far ar Cantorméngden. Se figur 3.



Cantorméingdens dimension

Dela in Cantorméngden F i tva delar, F, = FN[0,4] och F, = FN[2,1]. Vi
ser d& att bade F, och F} geometriskt liknar F' men dr skalade 1:3, och att
F = F, U F},. Om vi anvénder (2) s& far vi for nagot D:

HP(F) = #P(F)) + AP (Fy) = (%)D%D(F) n (%)D%D(F) -
() o

Vi stker D, Cantorméngdens dimension. For denna kan vi anta att 0 < 5#° (F) <
oo, vilket gor att vi kan dividera med 7P (F).

1\ D log 2
1=2(z) = D=
3 log 3

Cantorméngdens dimension blir da D ~ 0,6309

Von Kochs kurva

Tag en linje med lidngden ett, dela den i tre delar, tag bort den mittersta och
lagg till tva nya (se figur 4). Repetera samma sak for varje ny del si far du von
Kochs kurva.

Dimension pa von Kochs kurva

Dela in kurvan F' i tre delar, F,, F,, och F}. F, och F} liknar geometriskt F'
men dr skalade 1:3, medan F;,, bestar av tvd mot varandra lutande F skalade
1:3. Vi far da att F = F,, U F,, U Fy,, tillsammans med (2) f6r ndgot D far vi

HP(F) = A0 (F,) + AP (F) + A (Fy) =
- (%)DWJ(F) “(%)D%[’(F) + (%)D%Dw - 4(§)D%D<F>

Om vi antar att kurvan har ett matt 0 < 2P (F) < oo si kan vi dividera med
AP (F).

1\ D log 4
1:4(—) e D=
3 log 3

Dimensionen péa von Kochs kurva blir d& D =~ 1,2619.



Figur 3: Cantorméngden har en dimension pa log 2/ log 3 ~ 0,6309. Detta betyder

att den innehéaller ett oéndligt antal punkter (#° = co), men har ingen léingd
(At =0).

£

Figur 4: Von Kochs kurva. Dimensionen &r log4/log3 = 1,2619.



Figur 5: Sierpinskitriangelen har en dimension pa log 3/ log2 ~ 1,5850.
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Figur 6: Ladrakning p& von Kochs kurva. § = 50 bildpunker och Ns(F') = 73.

Numerisk beriakning av dimension

For att rdkna ut Hausdorffdimensionen técker vi Gver en mingd med smi
mangder med en viss diameter. Dessa sma mingder kan se ut hur som helst
och &ven Overlappa varandra, vilket gor det besvérligt att bestdmma Hausdorff-
dimensionen, utom i vissa specialfall vi har sett exempel pa ovan.

For att numeriskt bestimma dimensionen hos en méngd stéller vi storre krav
pa dessa sma méingder: de skall vara rutor (eller n-dimensionella lador) i ett
kvadratiskt rutnét som méngden ifraga ticks 6ver med. Detta gor, som vi skall
se, det 1att att berdkna en dimension av t.ex. en bild pa en fraktal med hjilp
av en dator.

Ladrikningsdimension?

Tag en mingd F' i ett rektangulirt omrade. Ligg ett rutnit pa detta omrade
med bredden 0y pé rutorna. Kalla nu antalet rutor som innehéaller ndgon del av
F for N5, (F). Se figur 6.

Vad hénder d& vi gor rutnétet mindre? Hur fordndras N(F)? Om F ar en linje,
som #r endimensionell, kommer N (F') att fordubblas om rutnétet gors dubbelt
sa fint. Ar istillet F en tvidimensionell miingd, t.ex. en rektangel, kommer N (F)
oka med en faktor 22 = 4. For en tredimensionell kub blir 8kningen istéllet
23 = 8 osv.

Om foregaende stycke generaliseras till en godtycklig dimension D och rutnétets
upplosning fordndras fran Jy till § erhalls uttrycket

n() = (%) e,

dd 0 — 0, vilket &r samma resultat som precis resonerades fram. Nu tar vi
logaritmen av bada leden:

log Ns(F') = Dlog (%) + log Ns, (F),

2Eng. box-counting dimension



som efter omskrivning far formen
log N5(F) = D - —log ¢ + log dg N5, (F). (3)

Sambandet mellan —logd och log Ns(F') &r alltsi en rét linje, med riktnings-
koefficienten D. Detta gor att 1adrédkningsdimensionen adr mycket 14tt att berdk-
na numeriskt utifran bilder.

Det bor papekas att eftersom Ng(F) — oo om § — 0 och D > 0, s3 kan (3)

skrivas som log N+(F
D = lim L‘s()7 (4)

=0 —logd

vilket ar den definition som brukar hittas i litteratur.

Detta dimensionsbegrepp heter egentligen Minkowski-Bouligand-dimension och
hénger starkt samman med Hausdorff-dimensionen. For alla méngder ar Dyays <
Dr,3q och likhet rader for ménga fraktaler. Ett exempel dér likhet inte rader &r
den upprékningsbaraméngden {0,1,1,1, % ..} som har ladrikningsdimension
%, men Hausdorffdimension lika med, kanske lite mer intuitivt, 0.

Dimension av bilder

Om man har en bild pé en fraktal och vill ta reda pa dess dimension kan man
med fordel anvinda sig av (3). Genom att berdkna Ny for olika virden pa §
och anpassa en linje till dessa virden erhalls D som lutningen pa denna linje.
Figur 7 visar berdknade dimensioner pa fyra olika mangder. Observera att linjens
position i hgjdled &ar ointressant, eftersom den beror pé vilken enhet § mits i
och inte har nagot att géra med bildens dimension.

Sjélvklart kan denna metod generaliseras till delmingder av R? och R”, men
antalet 1ador som skall riknas 6kar forstas da exponentiellt.

Kuststrickor

Hur lang &r Skines vistkust mellan Malmo och Helsingborg? Ligger man ett
snore langs pa en sverigekarta och méiter strickan kommer man kanske att fa
ett virde pa 7 mil. Men vad hinder om man istéllet méter pad en karta med
hogre upplosning, skulle da inte kuststrickan bli avsevirt mycket langre? Jo,
och skulle nagon fa for sig att ga langs hela kuststrickan med ett méattband
skulle kusten mellan de bada stdderna bli oerhort mycket langre dn s&. Ju mer
man forminskar skalan, desto langre blir strickan.

Kuststrickor har alltsd ett endimensionellt matt som &r lika med odndligheten,
men berénsas av ett dndligt ytomrade. Foljdaktligen borde den ha en fraktal
dimension > 1 och med metoden som introducerades ovan borde den &ven ga
att berdkna. Med hjilp av hogupplosta kartor fran GIS-centrum vid Lunds
Universitet har dimensionen pa Skines vistkust kunnat berdknas till ungefar
1,1. Se figur 8.

Fraktaler &r ofta mycket bra modeller for naturliga foreteelser, sdsom kuststrick-
or, landskap och moln. Nir man inom datorgrafiken vill skapa slumpmissiga
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landskap &r fraktaler ett viktigt redskap. Figur 9 visar en slumpméssigt ska-
pad fraktal med samma dimension som Skanes vistkust. Visst kan kan man se
likheter med en naturlig kustlinje?

Beridkningar pa Norges kust gjorda av Jens Feder [1] uppskattar dimensionen pa
Norges kust till 1,52 + 0,01. Detta kan vi tro pa, eftersom fraktalens dimension
kan ses som ett métt pa dess “sonderbrutenhet”; vilket medfér att Norges kust
sannolikt har en hégre dimension dn Skanes.

T
log N5 (F)

| Fylld rektangel D=1,9923
Sierpinskitriangel D=15815
von Kochs kurva D=12569

L ) O

L Punkter

G S S S S S © S © D=0
—log(d )

Figur 7: Dimension pé olika fraktaler: teoretiska virden &ar 2, 1,5850, 1,2619 och
0. Noggrannheten beror helt pa bildens upplésning.
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Figur 8: Berdkning av dimensionen av Skéines vistkust frdn Helsingborg till
Malmg. Skanes kust dr ganska sldt och har en fraktal dimension pa omkring 1,1.

Figur 9: Slumpmissigt skapad fraktal med samma dimension som Skanes
vastkust (ungefar 1,1).
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MATLAB-kod

Koden som anviandes for att berdkna bilders dimension i MATLAB finns hir
utskriven. Exempel p4 anvindning:

Exempel
D = boxDimension( imread(’fraktal.bmp’) );

Bilden skall vara svartvit, med 1-bits firgdjup. Fraktalen antas vara svart.

boxDimension.m
% Bilden som skickas till funktionen skall vara svartvit (1-bit)

% Méngden, vars dimension skall rdknas ut, har fiargen svart (=0).
%

% Skrivet av Petter Strandmark 2005

%

function D = boxDimension(l, deltaRange)

if nargin < 2
%Dessa storlekar pa"i boxar skall vi rdkna
deltaRange = 4:12;

end

%Rikna boxar for dessa storlekar
for n = l:length(deltaRange)
delta = deltaRange(n);

logN(n) = log(N(delta,l));
logDelta(n) = -log(delta);
end

%Hitta en linje som passar till datan
lineP = polyfit(logDelta,logN,1);
%Dimensionen &r lutningen pé denna linje
D = lineP(1);

%Om utargument inte &nskas, rita en graf istéllet
if nargout ==
plot(logDelta,logN,’0’);
hold on
%Rita dimensionslinjen som jamfdrelse
plot(logDelta,polyval(lineP,logDelta),’-’);
end
end

%Ger 1 om I innehéller ndgon pixel fylld (del av mingden)
%annars 0 om I &r helt tom
function n = check(I)
n = min(1, length( find( I == 0) ));
end

function boxCount = N(delta,F)
[width height] = size(F);
%Rikna boxarna som skir méngden F
boxCount = 0;
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for row = l:delta:width

end

end

for col = 1:delta:height
boxCount = boxCount + check(F(row: min(row-+delta-1,width),...
col:min(col+delta-1,height)) );
end
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1 Inledning

Principalkomponentanalys (PCA) innebér att man reducerar antalet dimensio-
ner i en dataméngd till ett greppbart antal (2 eller 3) pa ett sddant sitt att
variansen &ar sa stor som mojligt. Férhoppningsvis innebér detta att mycket av
informationen &r bevarad. PCA (fran engelskans Principal Component Analy-
sis) ar ett bra verktyg for att analysera data. Det l4ttaste exemplet av PCA &r
projektionen fran rummet till planet dar man gar fran tre till tva dimensioner.
PCA &r alltsa ett statistiskt verktyg som har stor anvindbarhet inom méanga
omraden. Exempel pa anvindning av PCA &r bildkompression, bildjamf{orelser
(fingeravtryck, iris, ansikten), m.m. Ytterligare ett anvindningsomrade &r att
analysera gendata, i vart fall vilka gener som ar aktiva vid olika cancerdiagnoser.

2 Projektionsformeln
2.1 Sats (Projektionsformeln)
Lat e, eq, ..., e, vara en ortonormerad bas i R™. Da kan vektorn u skrivas som
u=(u-e)e; + (u-eg)es + ...+ (u-ep)e,
2.2 Bevis
Eftersom ey, es, ..., e, utgor en ON-bas existerar C, Co, ..., C), si att
u=0C61-e1+0Cy-e0+...+C, e,
Genom att skalarmultiplicera med lamplig riktning fas
u-e; = Ciere; + Coese; + ... + Crene; = C;
2.3 Projektion pa en linje
I rummet R? s& kan u skrivas som
u=(u-ej)e;+(u-ez)es + (u-es)es
Exempelvis fas projektionen av u pa ey genom skaldrmultiplikation med es.

u-ex=(u-ej)ea+(u-ez)es + (u-ezlea =0+ (u-ez)ea +0

2.4 Projektion pa ett plan

Anta att vi har ett plan 7 som gar genom origo, dir e; och e spdnner upp hela
planet, och att e, ez, es dr en ON bas for R?. Det medfor att es &r vinkelrétt
mot .

u=(u-ey)e; + (u-ez)ea + (u-ez)es dir alltsé (u-el)e; och (u - eq)es||n
och (u-e3)es L.

U:s projektion pa planet 7 ar alltsd (u-ej)e; + (u - e2)es.



2.5 Projektion pa ett valfritt delrum

Om vi har ett rum R'3 och vill projicera pa ett femdimensionellt delrum A gor
vi precis som tidigare.

e1,e0,e3,¢e4,e5 ar alltsd ON-bas for vart delrum och eg,er,...,e13 ar alla
vinkelrdta mot vart delrum.

U:s projektion pa delrummet A blir da

u=(u-e)e;+ (u-ez)ea+ (u-e3zles+ (u-eq)eq + (u-es)es

2.6 Flera delrum

Anta att vi har R™ uppdelat i tva delrum, M och L. Dessa &r vinkelrdta mot
varandra och kan skrivas som:

R"=LPM

dar eq,eq,...,e, ar bas for R™ och L rummet har eg...e; som ON-bas. M-
rummet har egy1, €gy2, ..., e, som ON-bas.

U = (e1, ea...€) (€1, ..., e ar kolonnvektorer) och vektor X € R™.

Vi kan nu skriva om detta som

T
e, X

Detta &r koordinaterna for X i L med avseende pa basen ey, es...e.

3 Egenvardesdekomposition

3.1 Sats (Spektralsatsen)

Varje symmetrisk matris A kan skrivas som USU7? dir U ér en ortogonalmatris
och S ar en diagonalmatris.

3.2 Diskussion

Matrisen S ser ut som foljer

A0 000 0
0 X 0 0 0
g—| 0 0 XA 0 0
0 0 0 0 An



U é&r en ortogonalmatris och kan skrivas som
U = (ug,ug, ..., Uy)

dér uy, ug, ..., uy ar en ON-bas. A kan uttryckas som

A =USU”
Genom matrismultiplikation fas

AU =US
Med ovanstaende formler for U och S kan sambandet skrivas om som

A(ug, ugy ey Up) = (U1, Uy eevy Up,)S
<~
Au; = M\ (1)

A; ar med andra ord egenvéarden till A och u; egenvektorer.

4 Singularvardesdekomposition

4.1 Sats

Varje m x n matris A kan skrivas som USVT. U dr en m x k matris med
ortonomerade kolonnvektorer och k = min(m,n). S ar en k x k diagonalmatris
med icke negativa diagonalelement och V ar en n x k matris med ortonomerade
kolonnvektorer.

4.2 Bevis

Eftersom A inte har forutsats vara en symmetrisk matris kan vi inte utféra
spektraldekomposition direkt. Daremot kan vi istédllet titta pa AAT som ir
symmetrisk. Fran sats 3.1 foljer

AAT = URUT (2)

déar R ar en diagonalmatris och U en ortogonalmatris. Matrisen R innehéaller
inte nagra negativa varden. Detta kan inses genom f6ljande resonemang.
Ekvation (1) ger

Genom skaldrmultiplikation med vektorn u; far man féljande samband
)\i = )\Z|uz|2 = Uj; * A.A.Tuz = AT’U,i . AT’U,Z' = |AT’UJZ'|2 Z 0

Detta betyder att alla egenviirden maste vara positiva. Lat u; = v/A;. Lat S
vara en diagonalmatris med p...u, som diagonalelement. Da &r R = S?.
Inséttning i (2) ger
AAT =USs*U"



Om alla egenvirden ir skilda fran noll kan man sitta V.= ATUS™!. D4 ar
viv =s'uTAATus™!
Eftersom AA”T = US?U” ar
viv =s 'uTus?u’us ! =sl1s’1s7' =1
och
UsvVl =Uss'uTA=A

Om ett eller flera egenvéirden &r noll ( vilket gor att S™' inte kan bildas) kan
man anta att py, ...,y > 0 och att pyqq, ..., ur = 0, for nagot I, 0 <1 < m. Nya
beteckningar méaste da inforas.

Lat S vara diagonalmatrisen S dér alla egenvirden som ir noll har plockats
bort. S blir en [ x | matris sddan att

~ 0 Mo ... 0
S = e .
0 0 R 0]
och
fj = (’U,l,UQ, ...,ul)
UO = (ul+1,ul+2, ...,um)
Da ar
(S o0
=(40)
och
U=(U Uy) (3)

Foljande egenskaper géller

AAT = US?UT = (U U(,)(g2 0)(ﬁT):ﬁ§2ﬁT (4)

0 0 Uo
I=UUT =U0U0T + U,U7F (5)
uTu 0
I1=UTU =
( 0  UgUo )
Detta medfor att o
UTU=Ufu, =1 (6)

Vidare har vi att

(UgA)(UFA)T =UJAATU, = UFUS2UUG =0



Enligt Lemma 5.2 foljer att
UFA=0 (7)

V kan definieras som .
VvV =ATUS!?

Da foljer det fran ekvationerna (4) och (6) att
VIV =S '0TAATUS ' =S 'UTUS?*UTUS =1 (8)
Och fran ekvationerna (5) och (7)
USVT = USS 'UTA = UUTA = (UUT + UyUDH)HA = A

Detta bevisar sats 4.1 for m < n. P4 samma satt kan ocksa fallet n < m
visas genom att titta pa AT A istillet for AAT.

4.3 Diskussion

Matrisen S ser ut som foljer

g 0 0 0 0
0 o 0 O 0
g_| 0o 0 oo 0
0 0 0 O [in

U och V ar matriser med ortonormerade kolonnvektorer. Dessa kan skrivas som
U= (ul, Uy veey uk)

V= (U17U27 -"7Uk)

A kan uttryckas som
A =USV”

Genom matrismultiplikation fas enligt (8)
AV =US
Med ovanstaende formler for U och S kan sambandet skrivas om som
A(v1,v2, ..., o) = (u1, ug, ..., up)S

<
Av; = Hi U

1; kallas for singulérvirden och v; for singuldrvektorer till A.



5 Att valja projektion

Vi vill hitta en projektion fran R® — R3 sa att projektionen av punkterna
ai,...,a, har sa stor varians som mojligt, for att ldattast mdojligt se samband
mellan datapunkterna.

5.1 Spar

For att forstd hur man gor det béasta dimensionsvalet behover vi definiera be-
greppet spar (eng trace).

Lat A vara en kvadratisk matris. Da géller att sparet av A 4r summan av
diagonalelementen. Detta skrivs som

TT(A) = Z Qs
i=1
En viktig rdkneregel dr foljande

Tr(XY) =Tr(YX) =Y X;Y;
,J

vilken kommer anvéindas for att visa vilka dimsnsioner som bér véljas, da vari-
ansen mellan kolonnerna i matrisen A definieras som Tr(AAT).

5.2 Lemma

Lat A vara en matris. Om ATA=04r A =0
Bevis

Tr(AAT) = ZAU»A]TZ- =0
%]

5.3 Sats

Lat A = USVT. Lat B= W’ A dir W &r en m x 3 matris med ortonomerade
kolonnvektorer samt att S dr en diagonalmatris med diagonalelementen fig... 115
ordnade s att p1 > po > ... > up > 0. Da ar

Tr(B"B) < pf + 113 + 13
5.4 Bevis
Enligt sats 4.1 kan A skrivas som
A =USV”

Lat
B=WT'A =wTusv?
Lat ZT = WTU vilket ger

B=WTA =2727sv”



Eftersom Z har ortonormerade kolonnvektorer ér Z7Z = 1.

A
2L

Vi vill maximera variansen som kan uttryckas som

k
Tr(B"B) = Tr(VSZZ"SV") = Tr(ZZ"SV'VS) = Tr(2Z"S*) = Y _ |21}
=1

(9)
dir |z;|? < 1 och
k 3
SR =Yl =3
i=1 i=1
Vi har koefficienterna |z1|, |z2|, . .., |z;| som alla &r < 1. Vi kan vélja |z1| =
|z2| = |z3| = 1 vilket ocksd maximerar funktionen BTB da U1 > o > ... >
i 2> 0.
Lemma 1.
M1 2> fo 2 ... 2 Up
0<t¢t; <1
t1+to+...+t, =3
Zti,ui < py+ po + ps
Bevis av lemma 1.
tl,ufl + ...+ tnun
< tipq +tope +t3pus +tapia +tspa + .o+ Eopg
=t +topo +taps + (ta + ...+t
= {11 + tope + taps + (3 —t1 — to — t3) s
= 3pa +t1(pl — pd) +to(p2 — pd) + t3(pu3 — p4)
< 3pa+ (pl — pd) + (02 — pd) + (13 — pd)
= {1+ p2 + ps
Det foljer fran lemma 1 att
Tr(B"B) < 1 + pi2 + pis
Vi bor alltsa anvianda de kolonner som motsvarar p + pe + pg Da ar
W= ( w1 W2 w3 )
och
SV
WTA = | SV
SV
dvs WTA ir de tre forsta raderna i SV'T.
O



6 Gener och patienter, en praktisk tillampning
av PCA

En av ménga anvindningsomraden ar att analysera gendata for att kunna se
samband.

Om vi har en matris A med k (gener) X n (patienter), motsvarar varje kolonn
en patient och varje rad en gen.

A kan enligt sats 4.1 skrivas som A = USVT.

g 00 0 ... 0
0 ws 0 O 0
A=TU 0 0 wus3 O 0 vT
0 0 0 0 ...

dar pq till p,, ar singuldra virden som vi ordnar sa att p1 > po > ps... > i >0
Man far den bista projektionen genom att ta de tre forsta raderna i SV7.

A Programkod

Detta é&r en liten del ur programmet som har skrivits till projektet. Program-
met dr skrivet med biblioteken QT, OpenGL, GLUT, MKL (Intel Math Kernel
Library) och ett matrisbibliotek skrivet av Johan Rade.

Programkoden nedan ldser in data fran en fil och bearbetar den till punkter
i rummet med hjilp av PCA.

Hela programet kan laddas ner fran http://www.net-bear.com/pca.tar.gz

// Read Size
ifstream f(path.c_str());
f >> height_ >> width_;

// Read data
matrix<double> data(height_, width_);
for(int i = 0; i < height_; ++i)
for(int j = 0; j < width_; ++j)
f >> data(i,j);

// Calculate mean & standard deviation
matrix<double> mu, sigma;

tie(mu, sigma) = statistics2(data);
matrix<double> stdDev = sqrt(sigma);

// Apply mean and stdDev
MATRIX_LOOP(data, i, j) {
data(i,j) -= mu(i,0);
if (stdDev(i,0) != 0)
data(i,j) /= stdDev(i,0);
}



// Singular value decomposition
matrix<double> U,S,V;
tie(U,S,V) = svd(data);

// Calculate coordinates
posdata_ = ((diag(S)*V.t()).row(0,3)).t();
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1 Inledning

Minsta kvadratmetoden ar en algoritm skapad for att 16sa minimeringspro-
blem. Det finns en del vidareutvecklingar som bygger pa samma idé: att
minimera en viss enhet. Anvindningsomraden &r bl a statistik, datorteknik,
numerik, biologi och kemi. Pa grund av sin kraftfullhet har minsta kvadrat-
metoden blivit ett viktigt matematiskt verktyg i néringslivet.

Metoden publicerades och namngavs 1805 av Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), som anvénde den for berdkning av kometbanor. Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) anmérkte aret ddrpa att han sjélv anvint metoden i
méanga ar, och 1809 publicerade han en hérledning utifran métvarden med
normalférdelade fel. Ar 1808 foresprakade dven amerikanen Robert Adrain
(1775-1843) metoden, oberoende av Legendre och Gauss. Sedan dess har me-
toden vixt i sitt anvdndningsomrade, och inspirerat till nya omraden inom
matematiken. Bland dessa kan ndmnas variationskalkyl och finita element-
metoden.



2 Kurvanpassning till 6verbestamda ekvationssystem

2.1 Inledning

Vi borjar med att se hur minsta kvadratmetoden kan anvéndas for att an-
passa ett polynom till ett antal givna métpunkter (se Figur 1). Aven om vi
sjélva ofta kan rita en kurva i ett diagram som vi tycker ger en god beskriv-
ning av sambandet for ett experiment, vill man ha en exakt algoritm for att
beridkna kurvan. Kurvanpassningar av hogre ordning blir mycket subjektiva
fér hand.

Figur 1: Kurvanpassning till ett givet antal matpunkter (a,,by,)

Minsta kvadratmetoden tillhandahéaller en algoritm for att plocka fram
en kurva till ett antal métpunkter, som inte nédvéndigtvis kan placeras ex-
akt pa en kurvan (se figur 1): Om sambandet for experimentet missténks
vara ett polynom av andra graden, gar det oftast inte att gora en kurva sa
att alla métpunkter ligger pa kurvan. Mer generellt gar det oftast inte att
exakt anpassa ett polynom av graden n till mer &n n + 1 méatpunkter (Med
tva métpunkter kan vi anpassa en linje exakt, men med tre métpunkter ar
det i allménhet inte mojligt).

Exempel 1: Pa ett havregrynspaket av ett kint mérke finns féljande speci-
fikationer om ingredienser for olika stora portioner:

portioner | vatten | havregryn

1 1,5 dl 0,5 dl
P 2.dl 1dl
3 3dl 1,5 dl




Tabell 1: Portionsbeskrivning for havregrynsgrot.

Om vi avsétter méangden vatten i dl pa y-axeln, och mangden havregryn i
dl pa x-axeln i ett diagram far vi tre punkter, (0,5;1,5), (1;2) och (1, 5;3).
Dessa tre punkter kan omdojligt placeras pa en och samma linje. Vad hénder
om en storre mangd havregryn tillagas? I vilka proportioner ska da havregryn
och vatten tillsdttas? Ett rimligt antagande ar att vatten och havregryn i
verkligheten foljer ett linjart samband. En linjeanpassning bor goras, och
med minsta kvadratmetoden ska vi gora detta langre fram.

2.2 Problembeskrivning

Vi vill anpassa ett godtyckligt polynom av ordningen m

b=bla) = z1 + z2a’> + ... + Tppi1a™ (1)

till en uppséttning métdata (a1,b1),..., (an,by). Om de n antal méatpunk-
terna ska anpassas till ett polynom av ordningen m bildar vi AX =Y pa

matrisform:
1 a a? al’
b 2 m 1
1 az a3 asy
Y = 5 A= . . . 5 X =
b Do Coo _—
" 1 a, a2 ... a® mt

Ekvationen y = Az innebér da n stycken ekvationer b; = b;(a) = 21 +:U2aZ2 +
...+ xm41al". Beroende pa hur manga métpunkter vi har i jamforelse med
hur hog grad vi vill ha pa det anpassade polynomet, kan flera situationer
upptrada:

Jamforelse | situation

n<m-1 Det finns oéndligt antal sétt att anpassa polyno-
met sd att matpunkterna ligger exakt pa kurvan

n=m-+1 AX=Y gar att 16sa, och har oftast exakt en 16s-
ning.

n>m+1 AX=Y &r 6verbestdmt och har ingen 16sning.

Tabell 2: Tabellen visar vilka situationer som kan intrdffa
da olika antal mdatdata n finns att tillga ndr ett polynom av
ordningen m skall genomldpa mdatpunkterna.

Det &r i det sista fallet minsta kvadratmetoden kommer till nytta. Med
minsta kvadratmetoden kan vi anpassa en kurva som &ar sa bra som maojligt.



Detta &r oftast fallet vid riktiga experiment, exempelvis ett linjart samband
med 10 méatdata.

Exempel 2: Vi fortsatter pa vart tidigare exempel om havregrynstillagning.
D4 vi vill gora en linjeanpassning till vira méatdata, b(a) = x1 + z9a dér b
ar vattenméngd och a dr méngd havregryn, bildar vi féljande matriser:

b1 1 aq

Y = b2 5 A= 1 ag 5 X = < il >
b3 1 as 2
som med insatta virden enligt Exempel 1 blir
1,5 1 0,5 .
y=[ 2 |, A=|1 1 ,X:<m1>.
3 1 1,5 2

Om det bara funnits en méatpunkt hade situationen varit som i fall ett (Se
Tabell 2). Da det bara finns en punkt som en linje ska g& genom finns det
odndligt manga olika linjer som uppfyller detta. Om det funnits tva mét-
punkter finns bara en given linje som uppfyller kraven. Med tre eller mer
métdata som i vart fall behévs minsta kvadratmetoden.

2.3 Losning med Minsta kvadratmetoden

Nér vi befinner oss i det sistndmnda fallet (se Tabell 2) anvénds minsta
kvadratmetoden for att fa en bra kurvanpassning. Vi ska nu bilda norma-
lekvationen, ATAX = ATY, (bevis foljer i avsnitt 3.3) for att fa ut de
optimala parametrarna. AT A blir hér

n da; a2 ... Yar
g | Se Ya o Xar o S
Sa et Yaltt oo Yam
och ATY blir

> b
aibi

ATy = 2 .
> ai"b;

Genom att 16sa ekvationssystemet



n >oa; a2 ... Y an > b
Sa; a2 Yam ... Sat! o S ab;

Yar Ya'th Yart? L Yadm e > amb;

bestdmmer vi parametrarna i (1). AT A gar att invertera om a1, as, ..., a,
inte alla ar identiska. En kurva med en ekvation av graden m har nu anpas-
sats till n stycken métpunkter, n > m+1, sé att det sammanlagda avstandet
fran punkterna till linjen blir minimalt. (se Figur 1).

Exempel 3: Detta exempel fortsatter dar Exempel 2 slutade. Ett linjart
samband mellan vattenméngd och havregrynsméngd ska nu tas fram. Los-
ningen pa problemet fas med hjélp av minsta kvadratmetodens normalekva-
tion (se ekv. (3)), som ger:

= (ATA)tATY (2)

dér X innehaller parametrarna x1 och x9, som bestdammer linjeanpassningen
b(a) = x1 + x9a, dir b #r vattenmingd och a &r havremingd. AT A blir en

2x2-matris
T, (3 3
ATA = ( 3 3,5

och dess invers blir
ATY blir

som slutligen ger X enligt ekvation (2)

= (30,

Detta ger att méangden vatten (b) be ror pa méngden havregryn (a) med
féljande linjéra aprroximation: b(a) = 3a + 2.
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® Méatdata fran havregrynspaket
Linear anpassning till matdata

3t % 4
z
=
Hel
o
= 2AT y = 1.5%+ 23
=]
=]
o
HyJ
£ 2t x ]
c
1 1]
=
s
1568+ % 4
0 02 0.4 06 0a 1 1.2 1.4 16 1.8 2

Havregrynsmangd i grét (dl)

Figur 2: Lingdr anpassning till tre mdatpunkter

Vi har nu tagit fram en linjeanpassning (Se Figur 2) till ett problem som in-
nehéller ett éverbestamt system med hjéalp av minsta kvadratmetoden. Som
bilden visar stdmmer approximationen bra. Anmérkning: Modellen stdmmer
dock inte bra for varden néra a=0. Modellen antyder hér att man kan tillaga
god havregrynsgrét med endast vatten som ingrediens. Dock bor den stam-
ma bra for storre varden pa a.

Avslutningsvis kan det ndmnas att man inte vill véilja for hog grad pa polyno-
met. Man kan tex frestas att vilja sa hog grad pa polynomet att alla punkter
genomldps, men anledningen att man métt manga punkter ar for att fa bort
det métfel som metoden medfér. Genom att genomlopa alla punkter arbetar
man under férutsittningen att alla méatviarden ar perfekta. Detta skulle ge
en helt fel bild av sambandet.

3 Harledning och bevis for minsta kvadratmetoden

3.1 Definitioner

For att kunna forstéd harledningen och beviset behéver vi forst ta nytta av
féljande definitioner.

Definition 1: Ett linjdrt rum 6ver R dr en méngd H dar 2 rdkneoperationer
ar definerade: addition: ue Hve H —u+veH

multiplikation med en skaldr: A € R,u € H — Au € H, sadana att de
vanliga raknereglerna géller.



Definition 2: Med ett FEuklidisktrum (pre-Hilbertrum) menas ett linjért
rum forsett med en skaldrprodukt (se definition 4).

Definition 3: Med ett Hilbertrum menas ett Euklidisktrum som &r fullstéan-
digt. Med fullstdndighet menas, vagt uttryckt, att foljder som vill konvergera
gor det.

Definition 4: Lat H vara ett linjart rum 6ver K. En skalarprodukt pa H
ar en funktion (z,y) — (z|y) fran H x H till K med egenskaperna

o (z|z) >0 for alla x, (z|x) =0 <=z =0,

o (zlcryr + cayz) = c1(z|y1) + ca(z|y2),

o (zly) = (ylz).

Da skaldrprodukten mellan tvéa vektorer ar noll sdgs de vara ortogonala.

Definition 5: Med rangen av en matris A menas antal linjart oberoende
kolonner i matrisen A. Med full rang menas en m X n matris med rang n.

3.2 Problembeskrivning

Antag att man ska l6sa ekvationssystemet Az = b da A &r en m X n matris.
Om m > n &r systemet Gverbestdmt och saknar da i allménhet 16sning.
Minsta kvadrat metoden gar ut pa att finna en l6sning som péa nagot sétt
ar optimal. Men vad dr det som ska optimeras? Ekvationen som vi vill 16sa
ar en vektor ekvation och det verkar logiskt att vilja minimera ldngden pa
vektorn Ax — b eftersom ldngden &r 0 precis da x &r en 16sning. Detta leder
till att vi vill minimera:

| Az — b = /([Az]y — b1)? + ([Az]y — b2)? + - - + ([Ax], — by)?

Eftersom rotfunktionen &r monotont vixande ricker det att minimera |Ax —
b|?. Niista steg #r da att hitta detta minimum.

3.3 Bevis for Normalekvationen

Lat f(z) = |Axz — b|? och lat zq vara en minstakvadratlosning. Da ar f(zo)
det minsta vardet f kan anta vilket vi utnyttjar for att hirleda xq. Vi ser att
flxo+ty)— f(xo) > 0, for alla vektorer y och alla reella tal ¢, eftersom f(x)
ar minsta vardet. Om vi anvinder skaldrprodukten i motsvarande Hilbertrum
fas att

flzo+ty) = f(zo) = [Alwo+ty) —b|* —|Azo — bJ?
= (Azg— b+ tAy|Axg — b+ tAy) + (Axg — b|Axg — b)
= (Azo — b|tAy) + (tAy|Axo — b) + (tAy|tAy)
= 2tRe(Axg — b|Ay) + t2|Ay|? > 0.



For sma t &r t2 mycket mindre &n ¢ och da vi kan vélja valfritt tecken pé
t. Men eftersom olikheten maste gélla for alla ¢ sa blir (Azg — b|Ay) = 0.
Detta innebér att Axg — b ar vinkelrdt mot Ay for alla y. Alltsa kan vi mha
reglerna for skalérprodukt skriva (A*(Azg —b)|y) = 0 (A" innebdr konjugat
och transponat av A) och eftersom detta ska gélla for alla vektorer y méaste
vi ha A*Azg = A*b. Sammanfattningsvis har vi en minsta kvadratlésning
da xq 1oser normalekvationen

A*Ax = A*D,

vilket skulle bevisas. Man kan visa att ekvationssystemet alltid ar losbart
eftersom hogerledet ligger i V/(A*) och det géller att V(A*A) = V(A*¥).

Om A* A &r inverterbar, det vill siga om A har maximal rang, sa ges minstakvadrat-
16sningen av zg = (A*A)~LA*b. For reella matriser dr A* = AT och vi far

zg = (AT A7t ATD. (3)

4 Minsta kvadratmetoden i allmanna Hilbertrum

4.1 Introduktion

En vanlig problemstéllning, som genomsyrar hela detta arbete, dr att man
vill approximera en given vektor med nagon klass av vektorer. Hur bra en ap-
proximation ar avgors av hur ndra den givna och den approximerade vektorn
ligger. Avstandet kallas for norm och kan métas pa olika sitt. Exempelvis kan
en norm tolkas som ett avstand mellan tva vektorer (funktioner). Man vill
givetvis inte inskrénka sig i att endast behandla vektorer i den mening som
ar vanligast. Med hjélp av teori for Hilbertrum kan minsta kvadratmetoden
generaliseras till givna funktioner i rummet. Nedan forklaras Hilbertteorin
mycket kortfattat och vi bygger vidare pa samma idéer vi introducerade i
avsnitt 3.1.

I Hilbertrumsteorin s& behandlas funktioner som vektorer. Detta &r ett myc-
ket abstrakt begrepp, dock kan man i vissa fall illustrera med bilder av
vektorer, men oftast far man ndja sig med formella rakningar. Med hjalp
av en skaldrprodukt i Hilbertrummet sa kan man studera visentliga egenska-
per, sasom ortogonalitet. Som ett exempel pa ett hilbertrum kan vi ndmna
Lo(w, I) dar skalarprodukten ges av

(ulo) = [ W@o(a)u(a) da.

u och v &r vektorer (funktioner), och w(z) kallas viktfunktion och &r alltid
given. I ar intervallet man arbetar 6ver. Vidare kan ndmnas att Ls normen
har manga fysikaliska tillampningar och &r enkel att hantera rikneméssigt.
For minimeringsproblem behovs éven projektionssatsen som ges nedan utan
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bevis, det bor ndmnas att beviset gar till p4 samma sétt som for matriser.

4.2 Projektionssatsen

Antag att ¢1,@2,..., @, ar en ortogonal bas (i tillhérande skalarprodukt) i
H. Varje u € H kan da skrivas u = > }_,; ||“;’“|H2g0k och vi betecknar hoger-
ledet med Ppsu samt kallar den for projektionen av u pa det linjara holjet
M = [p1,...,pn]. Se figur 3 for en geometrisk askadning. For varje u,v € H

géller

e Pyyue M
® u—PMuJ_M
o min [fu —o|? = [Ju— Paull? = [Jul? — Sp_, £,

Nar vi nu har dessa begrepp sa faller det naturligt att studera avstand mellan
funktioner. Med hjélp av projektionssatsen kan vi nu projicera funktioner
pa varandra och dérmed avgora vilka polynom som approximerar en given
funktion bast i Ly normen. Det handlar alltsa om att minimera integralen

/ lu(z) — av(x)|? dx
I

dér a ar en konstant. Detta 16ses genom att med projektionsformeln projicera
u pa funktionen v. Fér den nyfikne ldsaren rekommenderas boken Kontinu-

erliga system: G Sparr, A Sparr.
uAu— Pypu

2

L

MU

v
Figur 3: geometrisk forklaring av projektionssatsen

4.3 Konkreta exempel

I fysikaliska sammanhang s& betecknar integralen

/1 () [2da
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kostnaden (kan t.ex vara energi). Aven hér vill man minimera integralen. Det
som berorts i detta avsnitt ar alltsa en generalisering som dock bygger pa
samma idé: att vi vill minimera ett avstand, oavsett vilken norm vi méter i.
Vi kan illustrera detta med ett exempel:

Exempel 2: Bestdm de tal a och b som minimerar integralen
s
/ (z — asinz — bsin 2z)? dx
0

Vi ska alltsd minimera |ju — v||? i Lo[0,7], diir u = x och v € M =
[sinx,sin 2z]. Vi ser genom enkla berdkningar att sinz och sin2x &r or-
togonala i Lo:

™ —1 [ . o :
/ sin z sin 2z dx = T/ (e — e @) (e — e72%) dg = (.
0 0

Viljer vi v = Ppyu s har vi minimerat avstandet. Talen a och b berdknas
alltsd med hjalp av projektionsformeln, dvs
(sin z|x) _ (sin2z|x)

~ (sinz|sinz)’ = (sin2z|sin2z)
dar alla skaldarprodukter tas i Lo[0, 7]. Berdkning av integralerna ger sedan
att ¢ = 2 samt b = —1.

5 Variationskalkyl

5.1 Historik

Variationskalkylen ar en gren av matematiken som behandlar problemet
att minimera eller maximera storheter som beror av en obekant funktion.
Under 1700-talet utvecklade Euler och Lagrange systematiska metoder for
variationsproblem. Genom att betrakta sma variationer av den obekanta
funktionen fann man for vissa allménna optimeringsproblem en differenti-
alekvation, Eulerekvationen (dven kallad Fuler-Lagranges differentialekva-
tion), som maste satisfieras av en funktion som ger maximum eller minimum.
Vi kommer att se detta alldeles strax.

5.2 Euler-Lagrange ekvationen

Fysikaliska lagar ar ofta formulerade som variationsprinciper. Ett exempel pa
detta d&r Hamiltons princip: Lat K sta for kinetisk energi och U for potentiell
energi. D& ror sig en partikel i ett konservativt falt sa att

/y(K—U)ds
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ar minimal.
Exempel 3: Lat A vara mingden {u € C%(a,b),u(a) = ug,u(b) = u}.
Hitta minimum till funktionalen

b
J(u):/ V1+ (W(x))?dz, u € A.

Geometrisk kan vi tolka funktionalen som en beskrivning av kurvlingden i
nedanstaende figur.

T g = w2
|

i \:(rl‘ b)
| g

| a T

Figur 4: kurvlingden fér funktionalen i Exempel 3.

I detta triviala exemplet vet vi vilken som &r den kortaste vigen. Dock leder
sittet att beskriva det till ett intressant resultat. Sig att vi har en funktional

b
J(u) = / P (), o () da

som uppfyller vissa randvillkor. Det svara i minimeringsproblem &r att defi-
nitionsméngden utgdrs av funktioner och inte punkter. Antag att minumum
antas for u = @(z). Tag ¢(x) € C! med randvillkoren p(a) = p(b) = 0. Da
uppfyller 4(x) + tp randvillkoren och det géller att

J (i + tg) > J (i)

for varje t. For fixt ¢ pé vénster sida i olikheten star en funktion av ¢, som
har sitt minimum f6r ¢ = 0. Alltsa &r funktionens derivata (forutsatt att den
existerar) lika med noll i punkten ¢ = 0. Detta ger

o—iJ(ﬂrt )—/bif( i+ tp,u +to')d —/b( 3f+ ’if)d
ST S T e e = | ey T

b b b
0 0 0 d 0
= —fd '~ dx = —f———f)d
/a SOauf JH_/G Yo /a SO(@uf dazau’f) “
dér vi anvant partialintegration for att komma fram till svaret. Och eftersom

denna likhet giller for alla ¢ sa foljer det att minimalldsningen u = 4 satis-
fierar ekvationen

0 d 0O
0! " dwow! =°
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Denna ekvation kallas for Euler-Lagranges differentialekvation.
Vi ska nu se hur det féregdende exemplet kan l6sas med denna metod: Satt
f(zyu(z), v (x)) = +/1+ (v/(x))2. Insdttning i Euler-Lagrange ekvationen

ger:
i\/1—i-(u’(a:))2—ii\/l—i—(u’(w))Qzo—i;u =0
ou dx ou’ dx '

Detta betyder att

u'(x)

W = C, dar C ar en konstant.
+ (u'(x

Alltsa foljer det att u'(x) méaste vara en konstant, och da erhélles l6sningen
u(z) = Cx + D (en linje som vdntat). Vi kan &ven bestdmma konstanterna
C och D genom att utnyttja givna randvillkor.
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Sammanfattning

I detta arbete formuleras och hérleds nagra grundldggande resultat in-
om variationskalkylen. Vi kommer att 16sa nagra problem som visserligen
ar tamligen enkla, men som trots det har haft stor betydelse for vari-
ationskalkylens utveckling. Vi kommer ocksa att belysa nagra praktiska
tillimpningar och redogora for &mnets historiska bakgrund.



Innehall

1

2

Inledning: Vad &r variationskalkyl?

Historik

2.1 Fermatsprincip . . . . . . . .. Lo
2.2 Newtons kroppar . . . . . . .. ..
2.3 Brdderna Bernoulli och brachistokron-problemet . . . . . . . ..
2.4 FEulers generaliseringar . . . . . . . ... .. ... ...
2.5 Maupertuis och beviset for Guds existens . . . . .. .. .. ...
2.6 Lagranges variationer . . . .. .. ... ... .. .. ...
2.7 Legendres andra variation . . . . . . .. .. ... .. ...
2.8 Senare upptackter . . . .. .. ... ...

Grundliggande begrepp och teori
3.1 Inkrement och variation . . .. ... ... ... ... .......
3.2 Euler-Lagranges differentialekvation . . . . .. ... .. .. ...

Nagra karakteristiska problem
4.1 Kortaste striackan mellan tva punkter . . . . . . .. ... .. ..
4.2 Brachistokronproblemet . . . . . ... ... ... .. L.

Existerar 16sningarna?

Tillimpningar av variationskalkyl

6.1 Principen om minsta verkan . . . . . ... .00 L.
6.2 Optimal reglering . . . . . . . ... L
6.3 Sapfilmens minimalyta . . . . . .. ... oL 0oL

Kallforteckning

00 00 1 =1 O Ui = = w

© 0o

12
12
12

14

16
16
17
18

18



1 Inledning: Vad ar variationskalkyl?

Hur kommer det sig att en sapbubbla ar sfarisk? Varfor ror sig himlakropparna
som de gor? Vad ar det som bestdmmer formen pa ett membran uppspéant éver
en ram? Vilken vig mellan tva punkter fardas en ljusstrale?

Svaren pa sadana fragor &r inte alltid uppenbara. Dessa exempel, liksom manga
andra liknande problem, har dock en gemensam ndmnare: i samtliga fall ordnar
sig naturen pa ett sddant satt att nagon fysikalisk storhet minimeras. Sapbubb-
lan antar den form som innebar lagst ytspanning. Himlakropparna ror sig pa
ett sddant satt att den totala verkan, det vill sidga skillnaden mellan kinetisk
och potentiell energi, minimeras. Membranet formar sig sa att den potentiella
spanningsenergin minimeras, och ljusstralen tar den snabbaste vigen mellan tva
punkter.

Detta ar i grund och botten ett sitt att formulera olika naturlagar — ndmligen
som principer, sdsom att “energin minimeras”, “gangtiden minimeras”, etc. Det
visar sig att detta sétt att formulera naturlagarna ofta ar vildigt generellt. Till
exempel foljer Newtons kraftlag direkt av principen om minsta verkan, dessutom
forblir denna princip korrekt dven i situationer dar kraftlagen inte langre géller.
Denna typ av principer kallas wvariationsprinciper, och kan anviandas for att
hérleda I6sningar pa de matematiska problem som uppkommer ur de fysikaliska
fragestéllningarna.

For att komma vidare infor vi ett nytt begrepp.

Definition': En funktional J[y] ér en regel som till varje funktion y i nigon
lampligt vald klass av funktioner ordnar ett reellt tal. Om y ger utseendet pé
membranet i exemplet ovan skulle J[y] kunna beteckna spanningsenergin.

I fallet med membranet innebdr motsvarande variationsprincip att bland alla
mojliga former y antas den som minimerar energin J[y]. For att ta reda pa
hur denna form ser ut méaste vi alltsd finna den funktion y som minimerar
funktionalen J[y]. Hur detta gér till i praktiken kommer vi att se lingre fram.

En vanligt forekommande klass av funktionaler dr ett integraluttryck dar in-
tegranden beror av den sokta funktionen y och dess derivator. Vi betraktar hér
fallet da gy ar en reellvard funktion av en reell variabel x. Funktionalen kan da
skrivas

b
(1) Jlyl = / Fay, ) de,

dir f(z,y,y’), som kallas Lagrangianen, ar ett uttryck som innehaller z, y och
y'. Har har vi antagit att endast forstaderivatan ingar, men definitionen kan
generaliseras till att &ven omfatta derivator av hogre ordning. I det fall y beror
av flera variabler kan integralen i (2) komma att erséittas av en multipelintegral.

De exempel pa variationsproblem som givits sa har langt har alla haft en mycket
konkret fysikalisk bakgrund. Under variationskalkylens utveckling har givetvis

IDenna definition #r nagot oprecis, men den ricker for behoven i detta arbete.



en méngd andra problem, som ofta kan kdnnas nagot krystade eller konstru-
erade, haft betydelse. Det har dock visat sig, som sa ofta inom matematiken,
att de metoder som arbetats fram har kunnat tillampas pa hogst patagliga och
verklighetsnira problem.

I detta arbete formuleras och hirleds nagra grundldggande resultat inom vari-
ationskalkylen. Vi kommer att 16sa nagra problem som visserligen ar tamligen
enkla, men som trots det har haft stor betydelse for variationskalkylens utveck-
ling. Vi kommer ockséa att belysa nagra praktiska tillimpningar och redogora
for &mnets historiska bakgrund.

2 Historik

Fragestéllningarna i inledningen &r pa intet sdtt nya, utan har fangslat mén-
niskor i alla tider. Isoperimetriska problem, det vill siga problem som innebér
att man vill maximera ett omrade med en given omkrets, studerades redan i
antikens Grekland. P& senare tid har flera av historiens mest framstaende ma-
tematiker och fysiker dgnat sig at att korrekt forsdka beskriva och 16sa dem,
déribland Newton, Euler, Lagrange och Hilbert.

Men, 14t oss borja med Fermat, som pa sétt och vis var den som satte varia-
tionskalkylens hjul i rullning.

2.1 Fermats princip

Pierre de Fermat var en fransk advokat som utévade matematik pa fritiden.
Han &r speciellt kiind f6r att skriva ner sina matematiska resultat i marginaler
pa bocker eller i brev till sina vinner. Ar 1662 skickade han tva artiklar till
en kollega, i vilka han skrivit om hur ljusstralar bryts néar de passerar fran ett
optiskt medium till ett annat. Detta kom att bli boérjan till nagot mycket mer
omfattande &n bara det optiska problemet med ljusets brytning.

Det var i dessa artiklar som Fermat forst redogjorde sin princip om minsta tid,
som &r en grundldggande forestéllning inom variationskalkylen. Principen kan
enkelt uttryckas som att “naturen verkar pa de sétt som ar snabbast och ldttast”.
I enlighet med detta forutsatte alltsa Fermat att ljuset ror sig pa sa sétt att det
genomkorsar mediet pa kortast mojliga tid.

Fermats resultat kan ses som banbrytande d& han var den forsta inom omradet
som anvénde sig av analys istéllet for geometriska metoder.

2.2 Newtons kroppar

Efter Fermats artiklar gjordes inga framsteg inom omradet forrén 1685, da Isaac
Newton formulerade och 16ste variationkalkylens forsta djupa problem.

Vid den hér tiden arbetade Newton med att analysera olika kroppars rorelser
genom en sorts trog vétska, eller som han sjélv uttryckte det; “ett sallsynt me-
dium av mycket sma partiklar i vila, vilka &r av samma matt och fritt férdelade



pa samma avstand fran varandra”. Hans tanke var att resultatet skulle kunna
anvandas inom konstruktionen av skepp.

Ett av problemen innefattade att hitta formen pa den rotationskropp som ror
sig langs sin egen rotationsaxel i detta medium med minsta mojliga motstand.
Tidigare hade han studerat t.ex. konformiga kroppar och da nyttjat den vanliga
teorin for maxima och minima i sina berékningar. For att 16sa det nya problemet
var Newton dock tvungen att introducera ett mer kraftfullt verktyg: det som
senare skulle kallas variationskalkyl.

Det finns atskilliga anledningar till att just det hér problemet &r av stor re-
levans for variationskalkylen, forutom det faktum att det var forst. For det
forsta skulle tekniken som Newton anvénde i sin 16sning komma att anvdndas
bade av Newton sjidlv och av Jakob Bernoulli vid l6sandet av det sa kallade
brachistokron-problemet. Annu senare skulle samma idéer anvéindas och syste-
matiseras av Euler. For det andra dr problemet intressant i sig, da det ar av
ovanlig sort och kan ge losningskurvor med hérn - icke kontinuerliga punkter -
och kan darfor sakna 16sning i klassisk form. For det tredje ar problemet ett av
de mest komplexa specialfall i hela teorin, och kroppar med minimalt motstand
kan utgoras av inte mindre an tre olika typer av kurvor.

Nér Newton publicerade sina l6sningar forekom det inga direkta forklaringar
till de nya metoderna. Resultaten forbryllade den matematiska societeten, och
manga forstod inte vidden av Newtons arbete forrén langt senare.

2.3 Broderna Bernoulli och brachistokron-problemet

Johann och Jakob Bernoulli var schweiziska matematiker och bréder, som till-
sammans med Newton och Leibniz kan ses som analysens huvudgrundare. Trots
sina framgangar led de av syskonrivalitet och hade bittra gril om kvaliteten pa
varandras arbete.

Ar 1696 utmanade Johann Bernoulli den matematiska viirlden att 16sa vad han
dopt till brachistokron-problemet (fran brachystos, kortast och chronos, tid).
Detta problem, som forst formulerats av Galileo Galilei 1638, gick ut pa att
hitta kurvan mellan tva punkter i ett vertikalt plan ldngs vilken en friktionsfri
parla under gravitationskraftens inverkan kunde glida pé kortast mojliga tid.

Galilei hade publicerat en slutsats i sitt verk “Tva Nya Vetenskaper” som utkom
fyra ar innan hans déd. Har bevisade han korrekt att den snabbaste vigen for
pérlan inte var densamma som den kortaste (det vill sdga en rit linje). Han
hade samtidigt pastatt att den sdkta vigen var en del av en cirkel - men detta
var felaktigt.

Ironiskt nog var 16sningen pa problemet en kurva som Galilei sjéalv hade studerat
och namngett redan 1599 - ndmligen cykloidbagen, som genereras om man foljer
en fix punkt pa periferin av ett rullande hjul. Cykloidbagen har andra intres-
santa egenskaper, varav en ar tautokronism (“samma tid”), vilket kan illustreras
som att oberoende av fran vilken h6jd en péarla borjar glida langs med kurvan,
sa kommer den att na slutpunkten pa samma tid. Som en fotnot kan ndmnas
att cykloiden, pa grund av alla oenigheter den skapade mellan matematiker pé



1600-talet, skdimtsamt kallats “Geometrins Helena” (efter den bortrévade skon-
heten fran Troja).

Gottfried Leibniz, tysk matematiker, fysiker och filosof, var en av de férsta som
16ste problemet. Han hade fatt det beskrivet i ett privat brev fran Bernoulli den
9 juni 1696, och en vecka senare postade han sitt svar.

Johann Bernoullis egen 16sning var ett skickligt nyttjande av Fermats princip.
Han delade upp omradet mellan de tva punkterna i smala horisontella skikt
och antog att den fallande partikeln bréts vid varje grins som om den vore en
ljusstrale, sa att den totala falltiden minimerades.

Vad géller Newton ségs det att han ldste Johann Bernoullis utmaning och skrev
sedan klart sin 16sning innan han gick till sings samma kvall. Klart ar det i alla
fall att han den 30 januari 1697 publicerade en artikel med ett kort och kérnfullt
svar pa sporsmalet. Det ar rimligt att anta att han genast insett likheterna
mellan brachistokron-problemet och hans tidigare arbete pa omradet, och dragit
nytta av detta. En intressant anméarkning &r att fastdn Newton skickade in sin
artikel anonymt, kunde Bernoulli se vem som skrivit den - han pastod att han
“kdnde igen lejonet pa dess avtryck”.

Andra samtida vetenskapsmén som léste problemet var Johanns bror Jakob och
densammes elev Guillaume de 'Hépital.

Brachistokron-problemet kom att fungera som en sporre fér broderna Bernoulli,
och de kommande aren formulerade och 16ste de en rad andra, mer generella
problem och borjade pa sa satt bygga upp detta nya matematiska omrade.

2.4 Eulers generaliseringar

En annan av Johann Bernoullis elever som skulle komma att betyda mycket for
variationskalkylens utveckling var Leonhard Euler.

Euler var en schweizisk matematiker, som &ven skulle komma att bidraga stort
inom optik, mekanik, elldra och magnetism. Han sades ha ett forbluffande minne
och kunde utféra mycket komplicerade berdkningar i huvudet, vilket kom honom
val till gagn d& han fran och med 1766 var helt blind. Han fortsatte publicera
resultat under hela sin livstid, och kan rdknas som en av historiens flitigaste
matematiska skribenter med néra 900 forfattade artiklar.

Aven om Euler rimligtvis leddes in pa omradet av sin liroméstare Johann Ber-
noulli tror man det var langt senare hans intresse for variationskalkyl tdndes
pé riktigt. Under 1720- och 30-talen snuddade han d& och da vid &mnet - som
vid denna tidpunkt fortfarande inte hade nagot namn - i sin efterforskning, och
skrev bland annat om geodesiska kurvor.

Den stora sensationen kom dock 1744 da Euler gav ut sitt mésterliga opus om
“metoder att hitta kurvor i planet med maximi- eller minimiegenskaper”. Hir tog
han bland annat upp 100 exempelproblem som han inte bara loste utan anvinde
for att visa pa en mer allomfattande teori. Det kanske allra viktigaste han gjorde
i denna bok var dels att sdtta upp ett generellt redskap for att skriva ner de
s& kallade Euler-ekvationerna, och dels att bringa fram och diskutera lagen om



minsta verkan som han upptéackt i april 1743. Det var forsta gangen denna lag
publicerades. Av nidgon anledning tillskrivs den nu vanligen Maupertuis, fastin
dennes arbete pa samma omrade inte presenterades forran omkring ett ar senare.

En annan viktig sak Euler gjorde for variationskalkylen var att &ndra diskussio-
nen fran att i grund och botten ha rort sig om specialfall till att behandla en
valdigt generell klass av problem, &ven med moderna matt métt.

2.5 Maupertuis och beviset for Guds existens

Pierre de Maupertuis var en fransk fysiker som ocksé studerat under Johann
Bernoulli. Ar 1736 ledde han ett franskt forskarlag pa en expedition till Lapp-
land dar de gjorde undersokningar om jordens radie. Trots svéara insektsattacker
pa sommaren, en odragligt kall vinter och ett smérre skeppsbrott i Baltiska havet
pé vig hem lyckades de 1737 presentera for den parisiska vetenskapsakademin
sin slutsats att jordklotet har en oblat form (hoptryckt i axiell riktning). Expe-
ditionen gjorde deltagarna berémda.

Maupertuis formulerade lagen om minsta verkan oberoende av Euler och fram-
lade sitt resultat 23 april 1744. Som kuriosa kan ndmnas att han hivdade att
den var ett metafysiskt bevis foér Guds existens.

2.6 Lagranges variationer

Den 12 augusti 1755 mottog Euler ett brev fran 19-arige Guiseppe Lodovico
Lagrangia - mer kind under sitt franska namn, Joseph-Louis Lagrange.

Brevet innehdll matematiska detaljer av en mycket tilltalande och revolutio-
néar idé som Lagrange utarbetat i samband med att han studerat tautokron-
problemet (dér en partikel ska glida friktionsfritt langs en kurva och n& den
nedre &ndpunkten pa samma tid oavsett fran vilken h6jd den startar - 16snings-
kurvan &r i analogi med brachistokron-problemet en cykloidbage).

Det den unge matematikern hade upptackt var ett sdtt att anvinda Eulers
metoder fran 1744 utan krav pa nagon geometrisk inblick i problemet - istéllet
kunde han gora motsvarande berdkningar pa analytisk vig och erhalla ett néstan
automatiskt svar. Finessen var att inféra nagot som kom att kallas fér variation,
en liten storning som gor det mojligt att finna en 16sning till maximi- eller
minimiproblem.

Allt detta banade vig for en ny epok inom variationskalkylen. Efter att Euler
hade sett Lagranges metod anslét han sig till den och 6vergav han sin egen. Som
en eloge till Lagrange gav han ockséd &mnesomradet namnet "variationskalkyl".

Lagrange brevvaxlade tdmligen flitigt med Euler innan han publicerade sitt
resultat 1760. I slutet av samma decennium kom hans andra stora verk, dar han
fortsatte att utveckla sina idéer till att gilla i mer komplexa situationer.



2.7 Legendres andra variation

Nésta betydelsefulla framsteg gjordes av fransmannen Adrien-Marie Legendre.
Legendre kom fran en rik familj och hade fatt en toppkvalitativ universitetsut-
bildning i matematik och fysik. 1782 deltog han i en pristévling som utlystes i
Berlin, déar uppgiften bestod i att matematiskt bestdmma banan fér kanonkulor
eller bomber, medraknat luftmotstandet. Hans uppsats vann priset och ledde in
honom pa en forskningskarriér.

Han blev intresserad av problemet att bestdmma huruvida en given extrem &r
en minimerande eller maximerande bage. For att gora det inférde han nagot han
kallade en “andra variation”. Hans resultat, som presenterades for den parisiska
vetenskapsakademin 1786, var anméarkningsvart men innehd6ll en del felaktighe-
ter. Till exempel lyckades han inte ge nagot gillande bevis. Han mottog kritik
fran bland andra Lagrange.

2.8 Senare upptackter

Efter Legendres upptéckt skulle det dréja 50 ar innan nésta stora steg i va-
riationskalkylens utveckling togs, denna gang av Carl Jacobi. Jacobi var son
till en judisk bankman och visade tidigt ett stort intresse for studier, speciellt
i matematik. Han kom sedermera att bli en mycket uppskattad professor pa
universitet i Berlin. For att fa tillatelse att undervisa dar hade han dock varit
tvungen att avsdga sig sin judiska tro och bli kristen.

Det var 1836 som hans berémda artikel kom ut. Den var kort, och inneholl
néstan inga forklaringar eller bevis - detta kan ha berott pa att han ville ge
ut den snabbt innan nagon annan publicerade liknande material. Men den gav

upphov till en hel skola av kommentatorer som arbetade for att fylla i luckorna
(déribland Clebsh, Hesse och V.A. Lebesque).

En annan som bidragit till omradet dr Karl Weierstrass, som var verksam under
andra hélften av 1800-talet. Han sysslade bland annat med den ”andra varia-
tionen” och parametrisering av problem, men formulerade ocksa villkor som &r
nédvindiga for variationskalkylen.

Ytterligare vetenskapsmén som skulle komma att fora &mnet framét var Alfred
Clebsch, Adolph Mayer, David Hilbert och Gilbert Bliss.

3 Grundlaggande begrepp och teori

Som vi sett gir problemen inom variationskalkylen ut p& att minimera (eller
maximera) en funktional,

b
(2) Jlyl = / Fy, ) de,

Eftersom 3’ ingar i integraluttrycket maste y forutsattas vara deriverbar i in-
tervallet (a,b). Om man vill att J[y] ska anta ett (dndligt) reellt virde for alla



tillatna funktioner y maste man givetvis ocksa kréava att integralen ar andlig;
om den &r generaliserad i till exempel nagon av d&ndpunkterna maéste alltsé y
vara sadan att integralen konvergerar. Det finns alltsd en méangd kriterier som
definitionsméngden, det vill siga mangden av alla tillatna funktioner y, méaste
uppfylla. Det &r inte alltid pa férhand givet hur denna klass av funktioner ska
valjas, ndgot vi kommer att illustrera langre fram.

Ett bivillkor som ofta dyker upp i olika problemstéllningar &r att funktionsgrafen
till y ska borja och sluta i bestimda punkter. Man kraver alltsi att y(a) = A
och y(b) = B, med A och B givna. Hur ska man nu géra for att finna den
minimerande funktionen? Losningsidén, som forst introducerades av Lagrange
vid mitten av 1700-talet, innebér visentligen att man varierar funktionen y lite
grand och undersoker hur det paverkar J[y]. D4 man har funnit ett y sddant att
J[y] vixer oavsett hur y dndras har man en 16sning pa problemet, det vill siga
en funktion som minimerar Jy|.

For att genomfora detta i praktiken infor vi variationen av J[y]. Detta begrepp
ar analogt med begreppet differential fran en- och flervariabelanalysen. Vi tar
darfor avstamp i detta senare begrepp.

3.1 Inkrement och variation

Varje odndligt manga ganger deriverbar funktion ¢ : R? — R av tva variabler
kan Taylorutvecklas, till exempel kring punkten (z,y). Man far da:

0 0
gz + Az, y+ Ay) = g(z,y) + —gAx—i— 29

A
9 y y+ R

—

0 0
Ag =gz + Az, y+ Ay) — g(z,y) = a—iAm—i— a—sz—i—R,

dér de partiella derivatorna ska tas i punkten (x,y). Az och Ay anger avstandet
fran (x,y), och R dr hogre ordningens termer (resttermen). Differentialen dg av
g definieras som den linjéara delen av Ag, det vill siga den del som endast utgors
av forsta ordningens termer:

0 0
dg(Az, Ay) = a—iAac + a—sz

Observera att definitionen endast forutsétter att g &r minst en gang deriverbar.

Vi Gverfor nu resonemanget till funktionalen J[y]. Antag att vi varierar y genom
att addera en deriverbar funktion h(z), vars belopp |h| &r litet dverallt och som
uppfyller h(a) = h(b) = 0. Taylorutvecklar vi J[y+ h] = f: flz,y+h,y' + 1 )dx
kring “punkten” (y,y’) far vi pa liknande sétt som ovan

0

b o b b
J[y+h]:/ f(x,y,y’)dx—i—a—y/ f(x,y,y’)dx-h—i-a—y// f(z,y,y)dz-h'+R



b of , b, of ,
fJ[yH/a ha—y(x,y,y)dﬁ/a ha—y,(x,y,y)dz+R~

Med AJ = Jy + h] — J[y] far vi alltsa till slut

b
of of
3) AJ[h] = /a (ha—y(w, y,y') + h’a—y,(ﬂc,y, y’)) dz + R.
Storheten AJ kallas inkrementet av J. Variationen éJ av funktionalen J defi-
nieras, i analogi med differentialen av en vanlig funktion, som den linjira delen
av inkrementet, dvs.

b
) inl = | (hg—g@,y,y') i h'j—j(:c,y,y')) da

Fran den vanliga analysen vet vi att ett nédvindigt villkor f6r en extrempunkt
ar att gradienten &dr noll, vilket dr ekvivalent med att differentialen &ar noll for
alla Ax och Ay. Det visar sig att ett analogt resultat géller i variationskalkylen.

Sats 1: Variationen av J[y] blir noll d& y &r den minimerande funktionen.
Detta kan #ven formuleras som att ett nédvindigt villkor for att J[y] ska ha ett
minimum fér y = g, ar att §J[g] = 0.

Bevis: Antag att § minimerar J[y]. For varje deriverbar funktion h(x), med
h(a) = h(b) = 0, géller att

(5) J[g+h] > J[g) <= AJ >0,

eftersom J[g] &r det minsta virde J[y] kan anta. Inkrementet &r alltsé icke-
negativt for varje tillatet h(z). I enlighet med (3) och (4) skriver vi inkrementet
som

AJ[h] = 5J[h] + R,

dar R liksom tidigare betecknar de aterstaende, hogre ordningens termer. Da h
ar litet kommer tecknet pa AJ att bestdmmas av tecknet pa §J, eftersom 6vriga
termer da &r forsumbara. Alltsa géller att 6J > 0; annars skulle AJ < 0, vilket
strider mot (5).

Antag nu att variationen J[h] ar positiv f6r nadgot h = hg. DA har vi {or varje
konstant a > 0, att

b ) 9
silahg = | ((ah)a—z@y,y'mah)'a—j@,y,y’))dx
bro9 )
= —a/a (ha—z(ﬂc,y,y’)Jrh’a—g,(w,y,y’)) dx =
= —a6J[h0]<0
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Men detta innebér att &ven inkrementet AJ < 0, vilket strider mot olikheten (5).
Vart antagande att variationen var strangt positiv ledde alltsa till en motségelse,
varfor den enda aterstaende mojligheten ar att variationen &r exakt noll. O

3.2 Euler-Lagranges differentialekvation

Vi géar nu vidare med problemet att finna den minimerande funktionen y. Sats 1
kombinerat med ekvation (4) ger att ett nddvindigt villkor &ar

O:/a ( g£+h'g;)d /ahgd +/ h’gf/d

Partialintegration av den andra termen ger

o/ahgd +/h/§f, :/hg—zd +{§f]a /hdig;d

ot osar doof ar’
/a’l(a—y@a—ﬁd“{"a—yl

Forutsattningen att h(a) = h(b) = 0 medfor att den sista termen &r lika med

noll. Vi har alltsa
b
af d of
h| =——-—— dxr =20
/a (3y dz@y) !

Eftersom detta ska gilla for alla h(x) méste den andra faktorn i integranden
vara identiskt lika med noll. Vi har ddrmed harlett Fuler-Lagranges differenti-
alekvation:

of d of

oy droy

Genom hérledningen har vi ocksa bevisat foljande sats:

Sats 2: Varje funktion som minimerar J[y] ar en 16sning till Euler-Lagranges
differentialekvation.

Observera att detta endast ar ett nodvéndigt, inte tillrackligt, villkor f6r mini-
mum. Det finns funktioner som uppfyller ekvationen, men som dndéa inte l6ser
minimeringsproblemet. Det finns dessutom situationer da problemet helt saknar
16sning; existensfragan har vi &n sa lange 6ver huvud taget inte behandlat. Det
ar inte alltid uppenbart huruvida en 16sning existerar, vilket vi kommer att se
exempel pa langre fram. I manga fall kan dock 16sningen pé ett variationspro-
blem fas genom att man l16ser Euler-Lagrange-ekvationen.
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4 Nagra karakteristiska problem

4.1 Kortaste strickan mellan tva punkter

Vi soker den kortaste kurvan mellan punkterna (a,yo) och (b,y1). Det forsta
problemet man stéter pa ar att vélja vilka kurvor som far vara med. Vi begransar
oss hér till funktionskurvor av typen y = y(z), och later darfor A (méngden av
tillatna funktioner) vara méngden av funktioner sa att

A={yecCab], yla)=1yo, y(b)=uv1}

Vi soker minimum till funktionalen

Tl = [ VIEF P, yea

Lagrangianen till denna funktional dr som synes
f) =V1+y2

Inséttning i Euler-Lagrange-ekvationen ger
d ( y
dl’ /1 + y12

varefter integration av bégge led ger

) =0,

y' / C
— =y =— =K,
V1+y?2 Y V1—-0C2

dar K ar konstant. Ytterligare en integration ger

y=Kz+L

Inte helt ovintat visar sig alltsa 16sningen, om den existerar, vara en rat linje.
Konstanterna K och L bestdms med hjalp av randvillkoren y(a) = yo och y(b) =

Yi.

4.2 Brachistokronproblemet

L4t en partikel med en viss massa m starta fran (xo,yo) dér partikeln befinner
sig i vila. Lat partikeln under paverkan av gravitationskraften glida friktionsfritt
till punkten (z1,y1) lings en kurva y = y(x). Vilken saddan kurva minimerar
falltiden?

Partikelns hastighet ldngs kurvan kan tecknas v = %, det vill sdga dt = %ds.

Linjeelementet ds definieras som ds = /1 + y'(z)?dx.
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Detta ger oss den totala falltiden som

- [ oo [ STCE

For att klara av detta problem sd maéaste vi uttrycka v som en funktion av
y och/eller x. Eftersom partikeln glider friktionsfritt medfor varje forandring
i potentiell energi en lika stor férédndring i kinetisk energi. Detta ger oss den
kinetiska energin da partikeln forflyttat sig fran den ursprungliga héjden yq till
héjden y(x). Vi far

mu?

2

=mg(yo —y) <= v = 29(y0 — y)

Vi ska saledes minimera funktionalen

1+y/(z)?

V29(yo — ) ’

Tly| =

Lagrangianen &ar alltsa

1 1+y'(zx)?

Efter lite rdknande med i huvudsak kedjeregeln 6vergar Euler-Lagranges diffe-
rentialekvation i
of

fw,y') — y'a—y,(% y) =

for ndgon godtycklig konstant C. Sétter vi in uttrycket for f(y,y’) far vi

[

VityE? 04y @)
v ' e O

vilket kan forenklas till

e [y 1= C%(yo — y(=))
V(@) ‘(dz) = 0 — o)

Detta kan vi skriva om till

Yo — y(x )

©) = e v @)

dy, Cl = 0_2

Eftersom vi “vet” att partikeln ror sig nedat langs bankurvan maste % <0.Vi

véljer darfor minustecknet i uttrycket for dz.

For att komma vidare gor vi ett variabelbyte:

vo— () = Cysin? (5) = (1 - cos(@),
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varav

dy 0 4 _ .0 0
0= - 81n(§)cos(§) = dy=-C; 81n(§)cos(§)d9

Inséttning i ekvation (6) ger

dr = Cy sin2(g)d9 = %(1 — cos(0))do

Integration av denna likhet ger

. %(9 _ sin(8)) + Co,
vilket tillsammans med

Y =1yo— %(1 — cos(0))

utgor I6sningen i form av en cykloid framstélld pa parameterform. Konstanterna
C4 och Cy bestdms med hjalp av de tva randvillkoren y(zg) = yo och y(z1) = y1.

Antag nu att man istéllet for en partikel som glider ldngs banan betraktar ett
hjul som rullar. D& blir man tvungen att ta hinsyn till hjulets rotationsenergi,
vilken maste laggas till rorelseenergin i rdkningarna ovan. Den totala kinetiska
energin blir i det fallet 7mv?/10 istéllet for mv?/2. Det fantastiska ér att detta
leder till samma differentialekvation och samma 16sning som i fallet med en
glidande partikel. Losningskurvan blir alltsa fortfarande en cykloid.

En narmare analys visar att cykloiden inte bara loser brachistokronproblemet.
Kurvan 16ser dven det sa kallade tautokronproblemet, som gar ut pa att finna den
kurva som ger samma falltid, oavsett var pa kurvan partikeln startar. Cykloiden
har alltsd den mérkliga egenskapen att tvéa partiklar som borjar glida (eller rulla)
pa tva olika platser ldngs kurvan nér slutpunkten (x1,y;) samtidigt!

5 Existerar losningarna?

I alla de fall vi behandlat sd hér langt har vi undvikit att behandla existens-
fragan — har det stdllda problemet verkligen en 16sning? Det kan 14tt forefalla
sjalvklart eller sannolikt att en 16sning existerar, om inte annat pa grund av
de fysikaliska fragestillningar som ligger bakom méanga av problemen. Vi ska
ska nu se ett exempel pa att det inte alls behdver vara uppenbart. Vi betraktar
problemet att finna den minimerande funktionen till funktionalen

(7) Jly) = / ' ()2 dz

under bivillkoren att y(0) = 1 och y(1) = 0. Som definitionsméngd A véljer vi
alla kontinuerliga, styckvis deriverbara funktioner som uppfyller bivillkoren.

For att visa att det inte finns nigon losning y € A gar vi till vaga pa foljande
sétt. Vi visar forst att en eventuell 16sning § méste uppfylla J[g] = 0. Dérefter
visar vi att det inte finns nidgon funktion i A som har denna egenskap.
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Att J[y] inte kan vara negativ framgér av (7); integranden utgors av kvadra-
troten ur ett absolutbelopp och &r alltsa hela tiden icke-negativ. Foljaktligen &r
dven hela integralen storre dn eller lika med noll.

Betrakta nu funktionen

) 1=F 0 <y
y(w) = 0, h<z<I;

med 0 < h < 1. Funktionsgrafen finns avbildad i figuren.

Derivation ger att
1
-2, 0<z<h;
! = h?’ - ’
y(@) {0, h<z<l,

0 h 1
Figur 1: Funktionsgraf till y = y(z)

Insatt i (7) erhalls

Iyl = /Oh <%>1/2 dz + /h1 Odz = (%)1/2 2] = K172

Tydligen géller det att J[y] — 0 d& h — 0, vilket visar att den minimerande
funktionen § méste vara sddan att J[j] = 0. Den funktion vi betraktat hir duger
dock inte; sa ldnge h inte ar exakt noll gar det att hitta en “béattre” funktion
genom att minska h. Men om h blir noll 4r y = 0 pa hela intervallet [0,1], och
uppfyller saledes inte randvillkoren.

Men kan det inte finnas ndgon annan funktion som bade tillhor definitions-
méangden A och far funktionalen att bli noll? Svaret &r nej, och for att inse
detta borjar vi med att konstatera att J[y] = 0 endast om integranden i (7) &r
noll, eftersom denna inte kan bli negativ. Detta innebér att derivatan y'(z) = 0
for alla z € [0,1]. Men d& &r y(z) styckvis konstant och kan inte samtidigt
uppfylla y(0) = 1, y(1) = 0 och kontinuitetsvillkoret.
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Om vi skulle &ndra var definitionsméngd A till att omfatta &ven icke-kontinuerliga
funtioner skulle till exempel y(z) = {1,z = 0; 0,0 < < 1} i nigon mening
kunna anses vara en 16sning. Valet av definitionsméngd kan alltsa vara direkt
avgorande for huruvida en 16sning existerar eller inte.

Vérd att notera dr dven exponentens betydelse i integranden i (7). Om den
skulle &ndras fran 1/2 till exempelvis 1 visar det sig att funktionalens vérde blir
konstant lika med ett, oberoende av h.

Aven om exemplet i detta avsnitt kan verka konstruerat illustrerar det hur ofor-
utségbara resultaten kan vara betriffande existensen av lgsningar.

6 Tillampningar av variationskalkyl

6.1 Principen om minsta verkan

Da Maupertuis formulerade principen om minsta verkan pa 1740-talet, grundade
han den pa kéinslan att universum var alltfor perfekt och vélordnat for att slosa
med det vi idag kallar energi. Rorelser i naturen maste vara beskaffade pa sa
satt att att ndgon storhet minimeras, och han kom fram till att detta var den
kinetiska energin. Senare vidareutvecklades teorin av bland andra Euler, som
fann att kroppar i vila anordnas s& att den potentiella energin minimeras.

Variationskalkyl handlar till stor del om att hitta det minimala eller maximala
utfallet av en process, eller det effektivaste sdttet att gbra nagot, och kan férklara
manga fenomen i naturen. Ett exempel vi tagit upp ar problemet att hitta det
kortaste avstandet mellan tva punkter. Nagot mer avancerat dr att hitta den
kortaste vigen som sammanbinder tva punkter, A och C, och en linje.

~

Det visar sig att den kortaste vigen beskrivs av en ljusstrale som gar genom A,
reflekteras nagonstans pa linjen, B, for att sedan ga genom C. Héar kan linjen
lampligtvis ses som en spegel vinkelriit mot pappersplanet. Aven en oskruvad
biljardboll som som gar genom A, studsar mot pa linjen och sedan gar genom
C beskriver denna vig. Tydligen ror sig ljus pa sa sétt att det véljer den tidsef-
fektivaste vigen mellan tva punkter, eller tre som i fallet ovan. Detta kallas
Fermats princip om minsta tid . Nar ljuset stoter pa ett material dar det fardas
langsammare tar det en genviag for att komma igenom materialet sa fort som
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mojligt, for att sedan rikta sig mot punkten igen. Detta leder visserligen till att
ljuset fardas en langre stricka, men under kortare tid. Allt det hir aterspeglar
principen om att naturen alltid férsoker minimera nagonting, anvinda minsta
mojliga energi.

Inom geodesin kan man hitta manga ytterligare exempel pa principen om minsta
verkan. Geodesi dr ett omrade dér man utgar fran principen om minsta méjliga
verkan, man séger att fysikaliska processer och foréandringar tar den enklaste eller
minimala vigen. Varfor tar rinnande vatten den vig som &r brantast? Svaret ar
att det &ar det effektivaste sittet att bli av med potentiell energi och ta sig fran
en punkt till en annan.

Nagot som verkligen kopplar ihop principen om minsta verkan med variations-
kalkyl ar Hamiltons princip. Principen gar ut pa att beskriva den vig en parti-
ken ror sig med hjilp av integralen 6ver skillnaden mellan kinetisk och potentiell
energi, det vi kallar verkan. I ekvationen nedan &r L = V — T, dar L ar den
kinetiska energin och 7" den potentiella.

ta
/ L(z, 2, t)dt

ty

(Jamfor med denna integral med funktionaluttrycket i inledningen). Det visar sig
att den korrekta beskrivningen av partikelns rérelse uppenbarar sig da integralen
for verkan har ett stationdrt vdrde, helt i enighet med principen om minsta
verkan.

6.2 Optimal reglering

Optimal reglering &r ett omrade inom reglertekniken dar variationskalkyl an-
vinds flitigt och har varit till stor nytta inom till exempel rymdforskning och
militdr verksamhet. Ett problem dér optimal kontroll ska anvdndas kan formule-
ras pa foljande séatt. Ett systems initiala tillstand &r givet i matematiska termer.
Malet, eller det som ska uppnas genom nagon process ar ocksa givet. Det géller
att utfora processen, ta sig fran ett tillstand till ett annat, pa ett sa effektivt
sdtt som mojligt. Ett klassiskt exempel &r Goddards raketproblem. Goddard var
en pionjir inom rymdforskningen och arbetade med hur man ska kunna skju-
ta upp en raket sa langt som mdojligt. Hur ska man variera rakettrycket under
uppskjutningen for att na sd hogt som mdojligt? Problemet kan formuleras med

féljande ekvation.
1

/
v = m(u D(v,h)) —g

Har star m for massan, som minskar da bréansle férbrukas, u star for motor-
kraften, g for gravitationskonstanten och D for det aerodynamiska motstandet,
som beror av hastigheten v och héjden h. I det har uttrycket ar det mycket
som varierar med tiden, variationskalkyl ar alltsé ett mycket bra verktyg for att
hantera problemet. Tar man inte hansyn till det aerodynamiska motstandet ar
I6sningen att anvianda full motorkraft hela tiden, eftersom man maste pressa
upp en storre massa om man inte anvander lika mycket brénsle. Problemet med
aerodynamiskt motstand 16stes med hjalp av variationskalkyl.
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6.3 Sapfilmens minimalyta

Hur kommer det sig da att en sapfilm uppfor sig som den gor, och varfér ar en
sapbubbla rund?

Svaret pa fragan dr den minimala energiprincipen. Det som ska minimeras ar yt-
spanningen, och den ar proportionell mot ytans area. Nar en sapyta spanns upp
med staltrad bildas den minsta yta som har staltraden som rand. Fér en given
volym &r den minsta mdojliga begransningsytan en sfar. Darfor &r sapbubblor
sfariska.
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De platonska kropparna

Christian Lundtofte och Ola Svensson

19 maj 2005

Inledning

De platonska kropparna ar reguléra polyedrar. En polyeder &r en kropp som
begrinsas av plana ytor. Reguldr dr den om sidorna ar kongurenta, regelbund-
na manghoérningar och om det i varje horn méts precis lika manga ytor. Det
finns exakt fem stycken reguléra polyedrar: tetraedern, hexaedern, oktaedern,
dodekaedern och ikosaedern (figur 1). Anledningen till att de kallas platonska &r
dialogen Timaios dir Platon sammanbinder tetraeden, hexaedern, ikosaedern,
oktaedern med de fyra elementen eld, jord, vatten och luft. Dodekaedern l&it
Platon symbolisera universum.

Drodebaeder Tkosaeder

Figur 1: De platonska kropparna

Hur kommer det sig att det endast kan existera fem olika typer av sadana hir
kroppar? Med hjilp av det matematiska omrade som kallas FEulerkaraktaristik
kan en forklaring till denna fragestéllning ges pa ett enkelt sétt.

Eulers formel
For samtliga enkla polyedrar, dvs. kroppar som ej innehaller hal likt figur 2 och
vars yta kan omformas till en sfir skapade Leonard Euler (1707-1783) foljande

samband:
V-FE+F=2, (1)

dar V ar antalet horn, F antalet kanter och F' &r antalet sidor pa polyedern.



Figur 2: Torus

Da sambandet upptéicktes, 1750 var Euler oerhort forvanad att en sa uppen-
bar observation ej gjorts tidigare under de tva millenium som polyedern kénts
till och skrev till sin véin Christian Goldback i ett brev samma ar féljande:

“I find it surprising that these general result in solid geometry have not been
noticed by anyone, so far as i am aware...”

Dock var han ej kapabel till att konstruera ett fullstindigt bevis for sitt sam-
band. Det forsta generellt accepterade bevis gjordes av Adriene-Marie Legendre
1794 och kan beskrivas pa foljande sdtt. Om man fran boérjan har en hel kropp
som vi sedan bryter ner steg for steg till inget &r kvar, da har vi fran borjan

V-E+F=2.
om vi tar bort en kant kommer tva stycken sidor att forsvinna vilket ger
W—-FE +FL=V—-(E-1)+(F-2)=1.

Nu fortsatter vi fran det hornet och tar bort en kant till. Det kan ske pa tva
olika sdtt antingen om kanten &r ensam om att binda i det hornet da forsvinner
dven hornet eller sd kommer kanten att tillhdra en hel polygon och da forsvinner
en sida istallet(figur 3). Om vi fortsétter s hiar kommer vi tillslut endast att ha
ett horn kvar.

1

#

£ P

Enbarit och en sidatas bort Enhoardt och et i tas bort

Figur 3:



Om vi tar bort en kant och ett horn far vi
Vot BEa+Fy=WVi—-1)—(E1—-1)+F =1
Om vi istéllet tog bort en kant och en sida far vi
Va+Es+Fs=V+E +F=V—-(E-1)+(F-1)=1.
Nér vi sedan endast har ett hérn kvar sa har vi
Vi+Es+F,=140+0=1.

Eulers formel ar bevisad.

Eulerkaraktaristik

For kroppar utover de enkla polyedrarna har en generalisering av Eulers sam-
band V — E + F visat sig gilla for alla typer av kroppar. Generaliseringen ser
ut pa foljande vis:

V—-—E+F=X(g)
diar X(g) = 2 — 2g och g star for genus som grovt sagt dr antalet av den typ

av hal som figur 2 visar. Darmed genererar kroppar som cylinder, torus, dubbel
torus och sfiaren foljande virde pa X (g):

Kropp X(g)
cylinder 0
torus 0
dubbel torus -2
sfar 2

De platonska kropparna

D4 forstaelse skapats f6r Eulers formel (1), kan ett bevis for att de platonska
kropparna ar precis fem goras efter ett antal observationer. Vi antar att varje
sidoyta pa kroppen &r en regelbunden n-hérning och att i dess horn sammanfaller
m stycken kanter. Da kan f6ljande samband observeras:

nk =2FE, (2)

och
mV = 2F. (3)

Anledningen till (2) ar att varje kant riknas tva ganger, och eftersom varje kant
gar mellan tva horn pa kropparna géller (3). Med hjalp av sambanden ovan ger
(1) det nya sambandet:



— —F+— =2,
m n
som kan skrivas
1 +1_1
m 2 n E’
eller 1 1 1 1
=4 4
m+n 2+E )

Tva nodvindiga villkor for (4) ar dels att m > 3 eftersom minst tre kanter
sammanfaller i ett horn, och dels att n > 3 pa grund av att varje sidoyta har
minst tre hérn. Dock kan ej bade m och n vara storre &n 3. Ty lat oss séga att
m och n > 4 och observera foljande:

1.1 11 111
m n 4 4 2 2 E’
vilket strider mot (4). Om n = 3 ger (4):
1 1_1
m 6 E’
eller 6
m
E=—.
6—m

Detta innebar att m maéaste vara mindre dn 6, dvs. m = 3,4 eller 5 da n = 3.
Detta ger med hjélp av (2) och (3) foljande virden pa V, E och F: (V,E,F)
= (4,6,4), (6,12,8) eller (12,30,20). Dessa virden motsvarar tetraedern, oktaed-
ern och ikosaedern. Da istéllet m = 3 kan vi pa analogt sétt konstatera att
begrénsningen av E blir

6n
6—n’

och med hjilp av (2) och (3) fas nu virdena (4,6,4), (8,12,6) eller (20,30,12).
Dessa virden motsvarar tetraedern, kuben och dodekaedern. Dérmed har vi
visat att det endast existerar fem reguljira polyedrar.

E =

De arkimediska kropparna

Tidigare sag vi att da en kropp endast bestar av kongruenta och liksidiga sido-
ytor kan endast utseendet variera mellan fem olika alternativ. Om kroppen
istdllet skulle besta av tva eller flera typer av regelbundna sidoytor, dock fort-
farande regelbundna sa att alla hornen bestar av samma antal av varje polygon,
kommer antalet kombinationer att vara begransat till tretton stycken.

Ett sétt att bilda arkimediska kroppar pa dr genom stympning av de platonska
kropparna, det gar till sa att man skiir bort hornen pa polyedern och pa sa
satt bildar en ny polyeder (figur 4). Pa detta sittet bildas sju av de arkimediska
kropparna (stympad tetraeder, stympad hexaeder, stypad oktader, stympad do-
dekaeder, stympad ikosaeder, kuboctaeder och ikosidodekaeder)



Figur 4: Stympning

Ytterligare tva polyedrar (rombkuboktaeder och rombikosidodekaeder) skapas
genom utvigdning av de platonska kropparna och ytterligare tva kroppar (stor
rombkuboktaeder och stor rombikosidodekaeder) kan fas genom utvigdning av
de tidigare nio arkimediska kropparna. Utvigdning gar till sa att man flyttar
sidorna ut fran centrum si de dr pa en kantlingds avstand fran varandra (fig-
ur 5).
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Figur 5: Utvigdning

De tva sista arkimediska kropparna (trubbig hexaeder och trubbig dodekaeder)
bildas genom en listig vridning, forst gor man en utvigdning som i foregaende
bildning, genom att sedan vrida den figuren kan de sista kropparna bildas (fig-
ur 6).
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Figur 6: Vridning



Tkosidodekaedsr

Figur 7: De arkimediska kropparna

Tillampningar och intresse i dagslaget

Kemisk struktur

Eftersom de platonska kropparna &r kinda sedan 6ver 2000 ar tillbaka i tiden
finns det i dagsldget ej nagon storre vetenskapligt forskning kring dessa. Nam-
nvart dr dock att man i naturen kan de platonska kropparna framtréda i form
av bl.a. kristaller och mineraler. P4 University of Missouri - Columbia, USA
leder professor Jerry L. Atwood ett forskningsteam med inriktning pa kemiska
strukturer utdver de molekyldra. Omradet dr kiint som supramolekyldr kemi och
Atwoods studier visar starka samband mellan platonska och arkimediska krop-
par och byggstenarna i de supramolekyldra strukturerna.



Figur 8: resorcin|[4]-arener

Ett exempel &r resorcin[4]-arenerna som spontant kan sla sig samman och bilda
strukturer likt den arkimediska kropp som figur 8 visar. Denna upptéckt gjorde
det mojligt att genom ett perspektiv utifran matematisk struktur klassificera
dessa supramolekylira sammansittningar, vilket ej var lika uppenbart utifran
ett kemiskt perspektiv. Detta visar att de platonska och arkimediska kropparna
utmérkta som modeller for att beskriva olika typer av kemiska strukturer likt
de supramolekyléra.

Topologi

Detta matematiska omrade dok upp pa mitten av 1800-talet och sags som ett
oerhort banbrytande tankesétt inom geometri. Den gav insikten i proportioner
som bevaras efter deformering av kroppar. Cirkeln &r topologiskt ekvivalent med
en ellips och samma ekvivalens géller f6r sfiren och ellipsoiden, eftersom topolo-
gi endast tar hénsyn till hur kroppar och plana nétverk dr system av samman-
ldnkade punkter och ytor. I verkligheten existerar det ej en perfekt ritad cirkel
utan avvikelser fran idéernas varld och dessa avvikelser som naturen skapar &r
med andra ord inga hinder for ett topologiskt samband. Med detta tankesitt
har olika typer av topologi utformats, sdsom algebraisk-, differential- och lag-
dimensionell topologi. Bernhard Riemann (1826-1866) uppfattade topologin som
nyckeln till férstaelse av de djupaste proportioner av analytiska funktioner av
en komplex variabel. Riemanns funktionsteorier innehar dérmed fundamentala
topologiska koncept. Eftersom Eulers samband V' — E + F = 2 {6r enkla poly-
edrar, som uppticktes efter studier av de platonska kropparna, géller oavsett
form pa kroppen ségs detta samband vara grundliggande inom topologin. Det
var ndmligen inom topologin som detta samband dok upp pa nytt d& generalis-
eringen V — E + F = X(g) skapades av Poincaré. Denna generalisering gjorde
nu det mojligt att topologiskt beskriva alla typer av kroppar och ytor i naturen
utan begrinsningar. I dagens lige anses fortfarande topologi som ett grundlig-
gande och viktigt kunskapsomrade att behérska da analys gors av naturens egna
geometriska férhallanden.
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1 Inledning

Bilderna pé framsidan ar sk omdjliga figurer. Detta arbete bestar av tva delar,
i den forsta delen visas hur man rent matematiskt kan bestdmma om en figur
ar en bild av ett omd6jligt objekt i tre dimensioner. Den andra delen tar upp hur
den ménslkiga hjdrnan uppfattar — eller forsdker uppfatta — bilder av den typen.
Inledningsvis kommer historien om dessa figurer att tas upp och speciellt de mest
berémda personerna i detta sammanhang, daribland M.C. Escher och Oscar
Reutersvard. Darefter kommer teorin for hur man rdknar pa mojliga figurer
att klargoras. Utifran denna hérleds ett bevis for vad som &r en omdjlig figur.
Avslutningsvis riknas ett exempel med Reutersvirds trappa.

I den perceptionspsykologiska delen gors ett forsok att forklara varfor hjér-
nan (trots att de inte kan existera) kan uppfatta omdojliga figurer som rumsliga
objekt.

2 Historik

Bilder som lurar 6gat och sinnena har ldnge fascinerat ménniskan, omdjliga
figurer dr exempel pa detta.

Det ar framférallt tre namn som man stéter pa nar man laser om eller stude-
rar omojliga figurer. M.C. Esher &r ett av dessa. Escher foddes 1898 i Leeuwar-
den (Nederldnderna). 1919 bérjade han pad Haarlem School of Architecture and
Decorative arts. Escher studerade forst arkitektur men &vergick till dekorativ
konst och det var hér han kom in pa vigen till de omdjliga figurerna.

Tva av Eschers mest kiinda verk ar Drawing Hands, som visar tva hinder som
ritar varandra och Sky and water som med ljus och skuggors hjalp omvandlar
en fisk i vattnet till en fagel i himmeln.

Eschers arbete har dven en stark matematisk koppling och manga av de vérl-
dar som han ritat dr byggda runt oméjliga figurer som senare kommer att kallas
Neckers kub och Penrose’s triangel.

Eschers verk dr omtyckta hos forskare, speciellt matematiker, av den an-
ledningen att han pa ett intressant sétt anvinder polyedrar och geometriska
desorienteringar. Matt Groening, skaparen av bl.a The Simpsons, har anviant
en referens fran Escher i ett avsnitt Life in Hell, dar kaniner ramlade ner for
trappor fran omojliga vinklar. Groening anvénde ockséa detta skimt i ett avsnitt
av Futurama
Escher dog 1972 i Laren (Nederldnderna) efter att ha bott i fyra olika linder,
se [1].



Oscar Reutersvdrd foddes 1915 och var konstndr och konsthistoriker vid
Lunds Universitet. Reutersvérds triangel, atergiven pa frimérket nedan, skapar
en paradoxal figur som uppstar ur konflikten mellan yta och djup, se [2]. Reu-
tersvird har dven gett namn at det sk Reutersviard index som senare i detta
arbete kommer ha en central roll fér att visa om en figur dr omdjlig.

SVERIGE 25

Roger Penrose ar ett namn man stoter pa inom manga delar av matematiken.
Penrose foddes 1931 och &r en brittisk matematisk fysiker som har varit professor
vid Birkbeck College (1967-73) i London och sedan 1973 &r professor vid Ozford.
Penrose har gjort viktiga insatser inom flera grenar av den matematiska fysiken.
Inom ramen for klassisk allmén relativitetsteori har han, delvis i samarbete med
Stephen Hawking, 16st generella singularitetsproblem.

Penrose har dven arbetat med omdjliga figurer. Det mest kéinda &r hans
omdjliga triangel som &r valdigt lik Oscar Reutervirds triangel. Penrose triangel,
se figur pa sidan 5, dr &ven kind under namnet tribar, se [3].

Aven om Reutersvirds triangel och Penrose’s tribar vid ett ytligt betraktande
ser ut att bygga pa samma idé, sdg Oscar Reutersvird stora skillnader. Sa hér
skriver han i ett brev till Gunnar Spar, [5].
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3 Olika typer av omdjliga figurer

Omdéjliga figurer kan delas upp i dkta och oiikta. Aven illusioner riknas ibland
hit, men de &r egentligen inte omdjliga utan kan uppfattas pa olika sétt beroende
pa hur man tittar pa dem. Exempel pa detta ar tex Neckers kub, se figur pa



foéregaende sida. Den kan uppfattas som en konvex eller konkav kub, dvs ga ut
fran pappersplanet eller inat bakom pappersplanet. Andra klassiska exempel pé
illusioner #r vas/tva ansikten och gammal/ung kvinna. Akta oméjliga figurer
uppfattas av hjdrnan som slutna geometriska figurer, medan de odkta tycks
losas upp ndr man foljer begrénsningslinjerna, se bild nedan. Se &ven [4]. I
fortsdttningen anvands termen “omdojlig figur” for “dkta omdjlig figur”.

Fig. I. Decspoctive Amwing of impossible structare.

4 Definition av omojlig figur

Lat Y vara en punktkonfiguration i 2D uppbyggd av polygonomraden. Om Y ej
kan vara en projektion av en sann 3D konfiguration X med plana begrdnsnings-
ytor, sdgs den vara en omdjlig figur.

Mark att en konfiguration kan ha delfigurer som utgér mdéjliga delobjekt
utan att hela konfigurationen &r mgjlig. Omvéant om man bygger pa en omdojlig
figur med tex en rektangulér yta sa fas en sammansatt figur som inte &r oméjlig.
Sadana undantagsfall betraktas inte hér, jamfor [8].

5 Formteori

For att kunna utfora berdkningar pa omdojliga figurer maste grunderna fér moj-
liga figurer klargéras. Med utgangspunkt fran generella metoder fér formteori
formuleras en teori for att avgéra om en figur dr omdjlig eller ej. For en utfor-
ligare behandling se [8].

5.1 Shape

Inledningsvis gors nagra illustrerande exempel for punktkonfigurationer. Lat

X', X2 X3 vara tre punkter i ett plan och lat z', 22, 23 vara dess koordinatre-



presentation i nadgon viss bas. Fran linjar algebra ar det kiint att masscentrum

i en triangel med hornen z!, 22, 2% ges av

1
$4:g(xl+x2+$3)<:>x1+x2+x3—3x4:0
x2
x1
x4
.
x3
1,2 .3

For hornen b, 22, 23, 2% i ett parallellogram géller att

PSP g g
— (2* —2h) = (2® —2") + (z* — 2!)

ot -+t =0

x1 x4

Koefficienterna (1,1,1,—3) for triangeln med masscentrum och (1,—1,1,—1)
fér parallellogrammet géller for alla sadana konfigurationer. Dessa kallas fér £—
vektorer. Méngden av mojliga sddana koeflicienter kallas Shape. For alla punkt-
konfigurationer géller att summan av elementen i shapevektorn ar noll.

Infér beteckningen X = (X!, ..., X%) for en punktkonfiguration. Lat s(X)
beteckna shape av X. For det forsta exemplet, dir X = (X1, X2, X3, X*) med
masscentrum z* for triangeln z', 22, 23, giller att

s(X)=1(1,1,1,-3), t € R.



Om X #r hornen i ett parallellogram (2!, 22, 23, 2*) numrerade enligt exemplet

géller
s(X)=t(1,-1,1,-1), t € R.

P4 liknade siitt kan man behandla punktkonfigurationer pa en linje (z!, 22, 2%).

Lat X', X2, X3 vara punkter pa en linje déir X2 ar mittpunkten. Da géller
s(X)=1t(1,-2,1), t € R.

Mer komplicerade konfigurationer delas lattast upp i flera delfigurer. Koef-
ficienterna framfor de punkter som inte tillhor delfiguren sétts da till noll da
s(X) berdknas.

Lat nu X = (X! X2 ..., X") vara en godtycklig punktkonfiguration.

(X1 X2,...,X") star for de fysiska punkterna, medan (x!,22,...,2") dr punk-
terna med koordinatrepresentation.

Punkterna kan beskrivas i olika baser, dar sambanden mellan olika baser kan
skrivas pa formen 2'* = Az* +b, k= 1,2,....,n, dir x och 2’ &r koordinater for
samma punkt i olika koordinatsystem. For att matematiskt definiera formen av
X anvénds féljande lemma.

Lemma. Lat 2* och 2%, k = 1, ..., n, vara koordinatrepresentationer fér punk-
terna X', ..., X™ i tva olika baser, dvs 2’ = AzF +b, k =1,2,...,n. Da giller

&Y aa* =03 & =01 ={¢)_&a™ =0, & =0} (1)

Detta innebér speciellt att alla vektorer £ dr sddana att summan av dess ele-
menten ar noll. For ett parallellogram ar £ = (1, —1,1, —1), enl exemplet ovan.
Lemmat uttrycker att oavsett bas kommer alltid 3" &,2* vara noll.

Bevis: Om . &, =0, 3. & 2% = 0 sa foljer ur

Do = G (Adk +b) = AQ Gt + (O &b

att > &, 2'® = 0. Fér beviset i andra riktningen se [7] och [8]. Lemmat séiger
att s(X) ar oberoende av koordinatrepresentation. Ett annat sétt att uttrycka
detta dr att s(X) ar en fullstindig affin invariant, dvs

X'= AMI(X) = s(X') = s5(X)
Detta inspirerar till foljande definition.

Definition. Formen av X definieras av
s(X) =&Y &a* =0, & =0} (2)

5.2 Egenskaper

Ett annat sitt att uttrycka definitionen &r att s(X) &r méngden av 16sningar
(nollrummet) till det homogena ekvationsystemet pa matrisform

b 2?2 ..
<1 1 ... 1 )6_0’



dar ¢ ar kolonnmatrisen
&
&2
&n
Inneborden av detta ar att

Av definitionen foljer att s(X) &r ett linjart underrum i R™. Dimensionen
av ett linjart underrum &r antalet oberoende basvektorer som behdvs for att
entydigt representera alla vektorer i rummet, se [9]. Observera att i fallen med
triangeln och parallellogrammet dr dim s(X) = 1, likasa for exemplet med den
rita linjen. I det allménna fallet géller

Sats 1. Lat X = (X!,...X"). Da giller
n—4 om X é&r3D,ej 2D
dims(X)=< n—3 om X &r2D,ej1D (3)
n—2 om X &rl1D

For bevis se [6], [7].

5.3 Perspektivavbildningar

For projektion av en punktkonfiguraton pa ett plan anvinds perspektivavbild-
ningar. Sddana beskrivs av funktioner P av formen

P:X =Y, ¢X = agY.

For utforligare diskussion se [7].

Punkten ¢ &r stralarnas utgangspunkt, fokalpunkten. X!, ..., X™ ar en punkt-
konfiguration i rymden och Y, ...Y™ #r dess projektion i planet. Talet oy kallas
for djupet och uttrycker hur X* och Y'* forhaller sig till varandra. Hela vektorn
a = (aq,...,qa,) ar djupvektorn for konfigurationen X med avseende pa Y. Ur
definitionerna ovan foljer att

fes(X) = 0=" &oXF=> ai&oY* = ngYF



Har ar per definition a;&; = n;. Ur detta foljer att n € s(Y'). Relationen «;&; =
7; visar sambandet mellan djupet o och formen fér X och Y. Speciellt for
fyrpunktskonfigurationen géller

S(X) = (51552753754)5

s(Y) = (n1,72,n3,m4)
(L 2B Ty
667G &
For ett parallellogram ar s(X) = (1,—1,1,—1) och dérmed

=

= (|771|7 |772|a |773|a |774|)

Resonemangen sammanfattas i sats 2:

Sats 2
3D — 2D P: X — Y, med djupet a <= as(X) C s(Y)

2D — 2D P: X — Y, med djupet o <= as(X) =s(Y)

Detta ar hjalpmedlet for att avgora om en 2D figur dr omdjlig eller ej.

5.4 Sammansatta konfigurationer

De klassiska omdjliga objekten &r uppbyggda av polyedrar. Konfigurationen X
nedan anvinds for att illustrera principen for att bestdmma formen s(X), av
sadana polyedrar.

11
7 8
10/
9
3 4
q

1

Bilda en matris CX vars kolonner tillhoér s(X). Eftersom X #r uppbygd av
delkonfigurationer sa kopplas kolonnerna i C* till delkonfigurationerna. Rader-
na i matrisen motsvarar en numrerad punkt i den totala bilden. Kolonnerna
beskriver hur punkter och delfigurer hinger samman. Nollorna representerar de
koordinater som inte ingar i respektive konfiguration. Lat tex det forsta paral-
lellogrammet med punkterna 1, 2, 3 och 4 motsvaras av den forsta kolonnen.
Fortsétter man pa samma sétt erhalles den sa kallade kompositmatrisen for X:
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De fyra forsta kolonnerna i matrisen beskriver alltsd delfigurerna, dvs paral-
lellogrammen. Kolonn 5 och 6 representerar de linjer som ar parallella i hela
figuren och kolonn 7 séger att stréckorna 1-3 och 5-7 dr parallella. Genom be-
rikning (tex med matlab) visas att denna matris har rang CX = 7. Detta
stammer med sats 1 (3) som séger att i detta fall 4r dim s(X)=11-4=17, ty
antalet hornpunkter i exemplet dr 11. [8]

6 Analys av omojliga figurer

Lat enligt avsnitt 5.3 P : X — Y vara en perspektivavbildning med djupvek-
torn a. For sammansatta konfigurationer som i avsnitt 5.4, géller da att

diag (a)C* = CY diag (c), (5)

dér ¢ dr den vektor som maéste finnas pga den obekanta proportionalitetskon-
stanten ¢ som finns i varje &-vektor. Detta kallas konsistensekvationen. Om CX
och CY ir kiinda sa ger konsistensekvationen ett linjirt ekvationssystem i o och
c. Detta ekvationssystem ger djupet for punkterna som ingar i X.

Enligt (5) gilller att rang CX = rang CY. Definitionen av shape ger att
rang CX < dim s(X), rang C¥ < dim s(X). Om nu rang C¥ =n — 3 sa foljer
att rang CX = n — 3 och att dim s(X) = n — 3. Fran sats 1 (3) foljer att X &r
en 2D-konfiguration. Detta visar att rang CY avgér om en figur dr oméjlig eller
€j.

6.1 Reutersvirdsindex
Med beteckningar enligt ovan gors féljande definition.
Definition. Med Reutersviirdsindex fér Y menas talet
p=n—rang C¥ (6)
For sammansatta figurer som i exemplet ovan, kan p ocksa uttryckas som
p=n—f—l-p (7)
dar n ar antalet hornpunkter och f ar det maximala antalet oberoende sidytor.

[ ar det maximala antalet oberoende linedra incidenser och p ar det maximala
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antalet oberoende plana incidenser. Detta foljer av att f + 1+ p = rang CX.
En punkt och en rét linje (eller ett plan) ségs vara incidenta, om punkten ligger
pa linjen (i planet); en rat linje och ett plan sigs vara incidenta om linjen ligger
i planet. Definitionen leder fram till tva mojliga formuleringar av Huvudsatsen,
se [8].

7 Huvudsatsen

Yir en oméjlig figur <= rang €Y =n — 3. (8)

Yar en omgjlig figur <= Reutersvirdindex = 3 (9)

8 Reutersvards trappa

I detta exempel berdknas p for Reutersvérds trappa:

(10)

Denna figur har kompositmatrisen

OO OO OO OO OoOO R RHEHH
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Det finns naturligtvis fler matriser som beskriver samma figur. Detta ar dock
inte intressant for berdkning av Reutersvirdsindex, ddr hénsyn endast tas till
antalet villkor som krévs for att gora figuren entydig. Om rangen fér matrisen
beréknas i en dator spelar det darfér ingen roll om man tar med fér méanga
villkor. Kolonnerna blir da linjarkombinationer av varandra och paverkar alltsa
inte matrisens rang.
Kort beskrivning av matrisens innehall:

De forsta 6 kolonnerna beskriver precis som i foregdende matris delfigurerna.
Kolonn 7 sdger att punkterna 5, 8 och 14 ligger pa en linje. Kolonn 8 och 9
beskriver analogt att 8, 10 och 11 resp 9, 11 och 12 ligger pa en linje. Kolonn 10
siger att punkterna 1, 3, 9 och 12 utgdr ett parallellogram. Kolonn 11 uttrycker
att punkterna 5, 9, 12 och 14 utgér en parallelltrapets.

Med utgangspunkt fran detta blir i exemplet n =14, f =6,1 =3, p = 2.
Enligt definitionen av Reutersvirdsindexet (7) blir

p=14—-6-3-2=3.

Enligt huvudsatsen ar alltsd Reutersvirds trappa en omdéjlig figur.
Den slutsats som hjarnan redan dragit dr nu ocksa matematiskt bevisad.
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9 Perceptionspsykologi

Nar ogat betraktar linjer i ett plan forsoker det genast 6versétta dessa till rumsli-
ga objekt. Information om avstand och vinklar behandlas i hjarnan som férséker
framstélla en tredimensionell bild av linjerna i planet. Detta fér att den &r in-
stalld pa att uppfatta plana figurer som objekt i rummet. Det sker genom att
hjdrnan utfor berdkningar, som i vissa fall kan ta lang tid. Nar det handlar
om omdjliga figurer kommer hjérnan till slutsatsen att detta foremal inte kan
existera rumsligt.

Hjarnan far alltsd tva separata signaler som motsidger varandra, en som
séger att det man ser ar ett foremal och en som séger att detta féoremal inte kan
existera.

Trots detta sa fortsitter 6gat att uppfatta bilden som ett féremal, 6gat har
alltsd skapat en rumslig absurditet. Det ar detta som goér omdjliga figurer sé
fascinerande; 6gat formar ett objekt som aldrig gar att konstruera.

9.1 Gestaltspsykologi

Gestaltpsykologi dr den del av psykologin som beskriver hur méanniskor forso-
ker férsta och beskriva saker som helheter. Detta innebér att hjarnan forsoker
referera till sddant den kénner igen. Gestaltpsykologin kan sammanfattas som
allméngiltiga lagar. Dessa ar det naturliga séttet for hjarnan att uppfatta ge-
stalter, darfor ar de samma for alla ménniskor och ingen behéver lara sig dem.
Den viktigaste lagen dr Nérhetslagen som sidger att delar med litet avstand
kopplas samman.

Nasta lag dar Slutenhets- eller konturlagen déar hjarnan uppfattar slutna lin-
jer som ytor. Denna lag verkar starkare &n narhetslagen vilket illustreras tydligt
av bilden nedan. Linjernas avstand &r detsamma, men nu uppfattar hjarnan
inte ldngre att linjerna med kortast avstand hanger samman.
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Likhetslagen sammanfogar de delar i ett system som liknar varandra. Darfor
uppfattas figurerna som “randiga”. Denna lag ar jimnstark med nérhetslagen
vilket gor att de konkurrerar.

SN O RSN
SN O e |
SN O SN
O O8O e
N N NSN
e OeOe
s a0 0
CoOC00
s es 00
ONGRGRGRORS]
YN REEK]
OC0O00C00

Harefter foljer Den goda kurvans lag som siger att nér vialkdnda figurer sitts
samman motverkas narhetslagen. Alltsa vill hjarnan hellre uppfatta figurer den
kdnner igen.

Den gemensamma rorelsens lag upphéver de tidigare lagarna och innebér
att hjdrnan forst ser till de rorliga elementen i ett dynamiskt system. I denna
figur uppfattas férst cirklarna i rérelse och sedan monstret av stérre cirklar som
bildas av de sma cirklarna.
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Den sista lagen ar Erfarenhetens lag som liknar den goda kurvans lag, dvs
hjarnan kopplar till tidigare erfarenheter. I exemplet nedan uppfattas bokstaven
L dérfor att var erfaren siger det. Liksom den goda kurvans lag kan erfarenhe-
tens lag motverka de tidigare.

S —

/\7@

9.1.1 Gestaltpsykologisk syn pa omdjliga figurer

Nér man forsoker applicera gestaltpsykologi pa omdjliga figurer inser man att
alla delar kan forklaras till en upplevd helhet, men helheten &r den illusion som
bilden verkar genom. Gestaltpsykologin kommer alltsad inte &t helheten, helt
enkelt for att figuren dr omojlig, se [10].

Kanske hade det varit mojligt att beskriva varfér hjarnan kan uppfatta omaoj-
liga figurer med hjélp av denna psykologiska inriktning om den fortsatt att ut-
vecklas. Tyvérr har ingen storre forskning bedrivits inom detta omrade sedan
30-talet och de lagar som presenterats utgor i stort sett hela inriktningen. De
som forskade inom gestaltspsykologi under nittonhundratalets forsta artionden
var till storsta del judar. Nar andra véarldskriget borjade splittrades grupperna
och forskningen dog ut. For nirmare information, se [11].
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9.2 Hur uppfattas illusioner?

Illusioner ar egentligen inte omdojliga i bemérkelsen att de inte gar att konstruera.
Motséttningen bestar har istéllet i att hjarnan inte kan bestdmma sig fér vad
den ska uppfatta.

Ett vanligt exempel pa en illusion dr Necker’s kub, som kan uppfattas bade
med konvex och konkav orientering. Konvex innebér att kuben ser ut att ga ut
fran pappersplanet och konkav dr motsatsen, alltsd in i planet.

De flesta ménniskor uppfattar konvexiteten som dominant, men detta kan
variera fran person till person. Konkret innebér detta att hjarnans viloldge stél-
ler in sig pa den komplexa figuren, medan en anstrangning krévs for att overga
till den konkava. Dominansen upphévs om man kompletterar med detaljer och
skuggor. Om man ritar “inredning”, tex ett fonster eller en lampa i kuben blir
istallet konkaviteten dominant. Ritar man istédllet prickar, som en tarning, blir
det i princip omdjligt for hjdrnan att uppfatta kuben som konkav, jamfor [4].

9.3 En omdjlig beridkning

En intressant parentes ar att det faktiskt gar att berdkna volymen pa en omdojlig
figur, tex en trebalk.

Till att borja med delas varje balk upp i kuber. Om varje balk bestar av
fem kuber blir det sammanlagda antalet 12 stycken. Antag nu att varje kub har
sidan 1 dm, alltsa att varje kub har volymen 1 dm?3. Detta ger att den totala
volymen &r 12 dm?®. Aven arean kan beriknas pa liknande sitt och blir i detta
fall 48 dm?.

10 Hur uppfattar hjarnan omdojliga figurer?

Ménniskans synfilt omfattar ca 210°, men det &r bara i 2-3° av dessa som
man ser riktigt skarp. Detta omrade motsvaras ungefér storleken av en nagel pa
armlangds avstand. Trots detta uppfattar de flesta att de ser skarpt i storre delen
av sitt synfalt. Anledningen till detta ar att 6gat hela tiden flyttar fokus for att
skapa en helhet. Forflyttningen sker ca 4-5 ggr per sekund vilket &r tillrdckligt
snabbt for att man ska uppfatta att man ser skarpt i ett mycket stérre omrade
an de 2-3 graderna.

Det finns mycket noggrant beskrivet hur varje bild behandlas av hjarnan,
men forskarna har inte &nnu kunnat visa hur sekvenserna kopplas ihop till en
helhetsbild.

En annan faktor som paverkar hur hjarnan uppfattar bilder &r att ménni-
skans “bildnérminne” inte ar alls s bra som man kan tro. Nar 6gat gar fran
en fokusering till en annan forloras genast mycket information om den férra.
Den information som den aktuella fokuseringen ger dominerar 6ver de tidigare
sekvenserna. I vardagen spelar detta ingen storre roll, darfor att de olika sekven-
serna oftast inte motséger varandra. Daremot nir man betraktar en omdjlig figur
ar detta avgorande for att man ska kunna uppfatta den som ett rumsligt objekt.

Den ryska vetenskapsamannen Yarbus studerade pa 1960-talet hur blicken
vandrar 6ver en bild, var den stannar och fokuserar. Hans studier visar att man
aldrig fokuserar pa hela bilden, utan bara pa de intressanta punkterna, dvs de
punkter dar det hdnder nagot. Fixeringen pagar vanligen mellan tva och atta
tiondelar av en sekund och 6gonroérelsen mellan fixeringarna tar fran en till atta

16



hundradelars sekunder. Ménniskan tittar alltsa normalt pa en bild genom ett
stort antal fixeringar i snabb f6ljd. Dessa fixeringspunkter kan vara hoérn, delar
med skarp fargkontrast eller skuggor. Betraktar man ett ménskligt ansikte &r
de intressantaste punkerna tex dgonen och munnen, se [11].

(12)

Diskussion

Da det aldrig forskats kring hur hjarnan uppfattar oméjliga figurer &r det svart
att ge en exakt bild av hur detta gar till. Med hjélp av de aspekter som framlagts
ges har ett forsok till en forklaring. Med hjép av den givna bakgrunden kan man
nu forsoka forsta varfér man trots motsattningarna kan uppfatta omojliga figurer
som faktiska féremal.

For det forsta analyserar hjarnan bara en liten del av bilden i taget. De delar
som blicken koncentreras till &r hér oftast hérnpunkter i figuren.

Ser man pé delfigurerna i en omdjlig figur var for sig ar de fullt mojliga.
Nér man sedan forflyttar fokus till nésta del har inte hjdrnan kvar tillrackligt
mycket information for att avgéra om de sista bitarna kan hinga ihop. Déarfor
kan hjdrnan utan problem framstélla en tredimensionell figur.

Betrakar man tex Reutersvirds trappa (10) utgdrs dess fixpunkter av varje
trappsteg. Féljer man trappan med blicken sa uppfattar man alla detaljer som
korrekta, och eftersom man har hunnit tappa information under tiden uppstar
ingen motséttning mellan punkterna. Det &dr férst ndr man borjar analysera och
jamfora olika delar med varandra som man inser att figuren faktiskt dr omojlig.
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