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1 Inledning

Da polynomekvationer ér en grundldggande form av ekvation har dessa stude-
rats extra mycket. Den enklaste polynomekvationen ar foérstagradsekvationen
som grafiskt representerar en rak linje. Andragradsekvationer forsékte man 16-
sa redan i Babylonien for 4000 ar sedan, men man kunde d& bara ldsa vissa
specialfall. Det kom att drdja till 800-talet innan man fann en fullstdndig 16s-
ningsformel. Tredjegradsekvationer studeras négra hundra ar fére kristus av
indiska matematiker men det kom att dréja linge innan man kunde 16sa dom.
Fram till och med 1500-talet kunde man bara l6sa vissa specialfall. I bérjan av
1500-talet lyckades Scipione del Ferro 16sa ekvtioner av formen 2% +mx —n = 0.
En av hans studenter utvecklade detta till en fullstdndig 16sningsformel d& han
insag att alla tredjegradsekvationer kunde skrivas pa formen ovan. Losningsfor-
meln for tredjegradsekvationer dr dock mycket avancerad och sags som en stor
upptédckt pa sin tid. Samma 16sningsmetod kunde sedan bara justeras lite for
att 16sa aven fjardegradsekvationer. Nar man nu hittat allménna lésningsmeto-
der for bade tredje- och fjardegradsekvationer med s& kort mellanrum trodde
alla att femtegradsekvationerna snart ocksé skulle vara l6sbara. Det skulle dock
komma att ta stopp héir och under nédstan 300 ar var detta problem en driv-
fjider for matematiken. Bade Euler och Lagrange forsokte sig pa problemet
men tvingades ge upp. Inte forrdn i borjan pa 1800-talet kom man svaret pa
sparen. Det var Abel och Galois som stod for upptéickten som &dven grundade
en ny gren innom matematiken som kom att kallas gruppteori. Svaret var att
femtegradsekvationerna inte har nagon allmén 16sningsformel. Detta ovintade
resultat chockerade datidens matematiker och méanga végrade acceptera detta
faktum. Sokandet efter 16sningsmetoder till polynomekvationerna drev matema-
tiken framéat under manga ar och i férsok att 16sa dessa fann man metoder som
visade sig anvindbara inom andra omraden av matematiken.



2 Algebrans fundamentalsats

Algebrans fundamentalsats gar uttrycka pa en stort antal sitt. Nedan foljer tva
av de vanligaste.

e Varje polynom av grad n med reella eller komplexa koefficienter
fx)=a"4+ap 12"+ ...+ a1z +ao
har minst en 16sning i det komplexa talplanet.

e Varje polynom av grad n,
fx)=a2"+ap_12" '+ ...+ aix +ag
kan faktoriseras till en produkt av exakt n faktorer,
(. —a1)(z — ag)...(x — ag),

dar aq, as...a,, dr komplexa tal och rotterna till ekvationen

f(a) =0.

Historia

1608 kom boken Arithmetica Philosophica av Peter Rothe, i vilken han skriver
att ett polynom av n:e graden med reella koefficienter kan ha n stycken 16s-
ningar. 21 ar senare, i boken L’ invention nouvelle en [’Algébre, antog Albert
Girard att ett polynom av n:e graden har n stycken 16sningar, men han ndmnde
aldrig nagot om att de var komplexa 16sningar. Han lade till att hans antagande
var sant sa lange ekvationen var komplett, med vilket han menade att ingen
av koefficienterna var lika med 0. Dock visade det sig att han trodde pa sitt
antagande for alla polynom da han visar att ekvationen 2* = 42 — 3 har de fyra
16sningarna 1, 1, —1 + iv/2, och —1 — iy/2.

Ifran fundamentalsatsen foljer det att varje polynom med reella koefficienter
och av en grad storre &n 0 kan faktoriseras till en produkt av reella polynom
av grad 1 och 2. 1702 pastad Gottfried Liebniz att ett polynom som skrivs pa
formen z* + a*, dir a &r reell och skild fran 0, inte kan faktoriseras pa det
siatt som har beskrivits ovan. Senare gjorde Nikolaus Bernoulli samma anta-
gande, denna gang gillande polynomet 2% — 423 + 222 + 42 + 4. men han fick
ett brev 1742 ifran Leonhard Euler i vilket det stod att hans polynom rakade
vara lika med (22 — (2+ )z + 1+ V74 a)(z? — (2 — @)z + 1+ V7 — a), dir
a &r roten ur 4 + 2v/7. Detta visar ocksa att Leibniz pastaende var falskt ty,
vt +a* = (22 + av2z + a?) (2% — a2z + a?).

Den forsta som gav sig pa att forséka bevisa fundamentalsatsen var d’Alembert.
Detta gjordes 1746 men beviset var ofullstdndigt. Ett av de storsta problemen
men hans bevis var att det antog att ett annat teorem var sant, Puiseux’s te-
orem som bevisades 6ver hundra ar senare. Likvil sa antog Puiseux’s teorem
att fundamentalsatsen var sann s de bada vilade pa varandra utan att vara
bevisade.



Det skulle vara manga Over aren som forsOkte sig pa att bevisa fundamen-
talsatsen, namnkunniga matematiker sa som Euler, de Foncenex, Lagrange och
Laplace forsokte sig pa att bevisa fundamentalsatsen men alla begick samma
misstag. De antog implicit att Girards antagande var sant, att 16sningarna ex-
isterade och allt som var kvar att bevisa var att de kunde skrivas pa formen
a + bi, a och b reella tal.

Gauss presenterade sitt forsta bevis 1799, vilket byggde pa geometri men det
hade ett topologiskt fel. Argand publicerade 1806 ett noggrant bevis som for
férsta gangen tog i ansprak komplexa koefficienter. Gauss publicerade sedan tva
bevis till 1816 och sedan en ny version av hans férsta bevis 1849.

Det forsta bevis som kom att tryckas i en bok var Cauchys - Cours d’analyse
de I’Ecole Royale Polytechnique. Det trycktes 1821 och innehéll Argands bevis
men pa nagot vis hade Cauchy glomt att ndmna Argand 6verhuvudtaget.

Det forsta konstruktiva beviset skrevs av Hellmuth Kneser och forenklades se-
dan av hans son Martin Kneser.

Bakgrund
Varje algebraisk ekvation av grad n med reella, eller komplexa, koefficienter

f(x) =" +apn_qr" " + an—QIn72 +..+ax+ay=0

har 16sningar i det komplexa talplanet. Detta faststéilldes redan pa 1500-talet
for 3:e och 4:e gradens ekvationer. Gauss var som bekant den som forst bevisade
att losningarna existerade (men det aterstod att visa att man kunde uttryc-
ka 16sningarna med rationella operationer med rotutryck.) Gauss teorem séger
att for varje algebraisk ekvation av formen (ovan) dér n ar ett positivt heltal
och varje a ar vilket reellt eller &ven komplext tal som helst sa existerar det
atminstone ett komplext tal o = ¢+ di s& att

f(a) =0.

Talet « kallas roten till ekvationen ovan. Om vi for stunden antar att ovansta-
ende dr sant utan att bevisa det sa kan vi med hjilp av faktorsatsen bevisa
fundamentalsatsen och visa att varje polynom av grad n kan faktoriseras till en
produkt av precis n faktorer si att

fl@)=(z—a1)(z—ag)...(x — ay).

Att de c:n som man har fatt fram &dr rétter till ekvationen f(a) = 0 ses enklast
efter faktoriseringen som vi gjort ovan, eftersom x — v, &r en faktor blir saledes
hela f(z)0. I vissa fall blir faktorerna likadana, till exempel f6r polynomet

flz)y=2>-224+1=(z—1)(z—1)

Hér ser vi efter faktoriseringen att polynomet bara har en rot fér = 1, man
sager att polynomet har en rot med multiplicitet 2.



Olika bevismetoder

De bevis som finns till fundamentalsatsen grundar sig i analysen, eller mer pre-
cist pa kontinuitet. Vissa bevis, sérskilt de tidigare, bevisar bara att ett givet
polynom med reella koefficienter har minst en komplex rot. Detta ar tillrékligt
eftersom ett givet polynom ¢(z) = p(2)p(Z) bara har reella koefficienter. Om z
ar nollstélle till g(z) sd maste z vara nollstélle till p eller till p. Om z &r nollstélle

till p s& arz nollstélle till p.

Méanga av de icke-algebraiska bevisen anvéiinder sig av det faktum att p(z) beter
sig som 2™ d& |z| &r stort (kallas growth lemma). Det gar ut pa att det finns ett
tal R s& att |2|"/2 < |p(2)| < 3|2|"/2 da |z| > R.

Ett fullstindigt bevis

Sitt . .
el e,

Z'I’L

p(2)] = 2" |an +

dar a, # 0. Har ser vi att |p(z)| — oo d& z — oco. Antag att p(z) saknar rotter.
Da &r funktionen ﬁ en hel analytisk funktion. Funktionen har gransvirdet 0
dé& z — oo vilket innebér att den ar begransad i hela det komplexa talplanet. ﬁ
ar da enligt Liouvilles sats konstant vilket innebér att p(z) skulle vara konstant.
Detta &r en motsigelse da n > 0. Hiarav har p(z) minst ett komplext nollstélle.
Detta bevis som blir véldigt kort och lattlést bygger pa Liouvilles sats som séager
att de enda hela begrinsade funktionerna &r de konstanta funktionerna, samt
att man har kunskap om analytiska funktioner.



3 Polynomekvationer

3.1 Forstagradsekvationer

En ekvation av forsta ordningen, dven
kallad linjér ekvation, dr en ekvation som
endast innehaller summor och produkter 2
av konstanter och variabler med expo- .
nenten 1. Ordet linjir kommer fran att
de representerar raka linjer i ett karte-
tiskt koordinatsystem. Ett vanligt sdtt =
att uttrycka en forstagradsekvation ar pa .
formen y = mx + ¢. P4 den hér formen
faststéller m grafens lutning och ¢ punk- =2 ° : : :
ten dér linjen skir y-axeln.

Losning av forstagradsekvationer

Att 16sa en linjar ekvation ar pa grund av dess enkla natur mycket trivialt och
har varit mojligt sedan matematikens begynnelse. (Lésaren antas redan vara
bekant med dess 16sningsmetoder, men skulle inte s& vara fallet rekommenderas
en grundldggande genomgang i hogstadiematematik.)

3.2 Andragradsekvationer

Historia

I babylonionen har man hittat andragrads-
ekvationer pa lertavlor som tros vara om-
kring 4000 ar gamla. Dér fanns ocksa be-
skrivet enkla l6sningsmetoder till vissa spe-
cialfall. 1500 ar senare hade den grundlig-
gande matematiken utvecklats en hel del
och babylonierna hade genom att utnyttja
kvadratkompletterna astadkommit en me-

P S R N

tod for att hitta positiva rotter till en all-

man andragradsekvation. I jakten pa en

fullt generell formeln testades ménga metoder, en av de mera lyckosamma var
en mer abstrakt geometrisk metod producerad av Euklides nagra hundra ar f6-
re kristi fédelse, men inte heller denna metod var fullstdndig. Faktum var att
det skulle dréja till 600-talet innan nagon presenterade en metod for att hitta
negativa rotter, detta gjordes av den indiske matematikern Brahmagupta. Tva
hundra ar senare var problemet med andragradsekvationer lost. P4 800-talet
blev indierna Shridhara den forsta att ge ut ett verk med en fullstindig 16s-
ningsmetod, hans originalverk har tyvirr kommit bort men sa hir blev hans
16sningen citerad i senare verk:

Multiplicera biada sidorna i ekvationen med ett tal fyra ganger sd stort som
koefficienten till kvadraten pa den okdnda. Addera bida sidorna med kvadraten
pa koefficienten till den okdnda. Ta sedan roten ur.



3.3 Tredjegradsekvationer

Historia

Tredjegradsekvationer upptécktes ett par
hundra ar fore kristus av indiska matemati-
ker. P4 grund av komplexiteten av sddana "
ekvationer drojde det lange innan en all-
mén 16sningmetod hittades. Fram till 1500-
talet var enda verktyget ett par geometris-
ka knep som kunde anvindas for att hit- '2°
ta rotter till vissa ekvationsméssiga speci-
alfall. Det skulle dock visa sig att tredje-
gradsekvationer ar fullt 16sbara med alge-
braiska metoder.

I borjan av 1500-talet hittade den italienska matematikern Scipione del Fer-
ro en allméin metod for att 16sa ekvationer av typen x® +maz —n = 0. P4 denna
tid lag det stor prestige i att ha kunskapen att kunna losa nagonting som ing-
en annan kunde, sa del Ferro holl sin metod hemlig fram till just fére sin dod
dé& han 14t en av sina studenter vid namn Tartaglia ta del av hans upptackt.
Tartaglia sjilv fortsatte att utvecklade metoden och lyckades fardigstalla den
genom att visa att alla tredjegradsekvationer kan skrivas om pa ovan ndmnda
form. Tartaglia insag att han nu hade tillgang till en fullstindig 16sningsformel
och avslojade den for vetenskapsmannen Gerolamo Cardano, som publicerade i
den i sitt verk Ars Magna ar 1545. Nedan f6ljer en hérledning av formeln.

Det &r inte svart att forsta varfor tredjegradsekvationer lange gickade mate-
matiker 6ver hela vérlden da foljande allménna l6sningsmetod &r langt mer
komplex &n motsvarande formel fér andragradsekvationer.

del Ferro och Tartaglias 16sningsmetod
En allmén tredjegradsekvationer kan skrivas pa formen

23 +ax® +br+c=0. (1)

[avsikt att reducera bort andragradstermen gor vi substitutionen z = t— g, som
geross (t—2)*+a(t—%)?+b(t— %) +c = 0. Utvecklar vi sedan uttrycket enligt
binomialsatsen och stuvar om lite s& erhaller vi foljande tredjegradsekvation i ¢:

1 1
3 2 (243 — —0.
t>+ (b 3a)t+27(a 9ab) +¢=0
2

Aterigen gor vi nu en variabelsubstitution genom att séitta p = b — %a , och

q= 2%(Qa3 —9ab) + c. I och med detta har vi reducerat ursprungsproblemet till
att 16sa en ekvation pa den komprimerade tredjegradsformen

t3 4 pt+q=0. (2)

Eventuella ldsare som &nnu inte fatt nog av variabelsubstitutioner glads nog &t
vart foljande antagande att det finns tal w och v sa att

q=u —v®
p = 3uv



Meningen med denna substitution dr att ekvationen (2) da far 16sningen t =
v — u, vilket kan inses genom inséttning och anvidndande av binomialsatsen.
Eftersom vi har att © =t — &, t = v —u, och v = > kan vi skriva de eftersokta
l6sningarna z till (1) som
a
e=L u+l (3)

Vart nésta steg ar att uttrycka u i variablerna p och ¢. Man maste till att bor-
ja med dock fraga sig om det alltid &r mojligt att uttrycka p, ¢ i u, v enligt
ovanstaende. Svaret pa detta ar ja. Om vi bryter ut v ur den undre ekvationen

3
och sitter in i den 6vre far vi att ¢ = u® — 2§u3. Detta kan ses som en an-

dragradsekvation i u3 vilket kan fortydligas genom att multiplicera bada leden
3

med u? si att vi far ub — - qu® = 0. Variabelsubstitutionen s = u? ger oss

ekvationen s? — gs — % = 0 som enligt den bekanta andragradslésningsformeln

har 16sningarna

3 q @  p? sl q @  p?
STV =S EN Y T o7 “ D T )

Den vénstra tredjegradsekvationen kallas binomisk och kan 16sas allmént genom
att man skriver om uttrycket pa polédr form. For att hitta de andra tva skriver
vi om bada leden pa polar form.

u = ret?
@ pP i
VTt = e

Att 16sa ekvationen (3) blir alltsd ekvivalent med att 19sa r = 0¢e'#. Iden-
tifierar vi belopp och argument i de polédra formerna i ekvationen erhaller vi
foljande virden pé r och 6:

r= 0
0=%2+k2, ke0,1,2.

3631'9

Vi far alltsa tre varden pa u.

kzOgerulz\V@ei% = o e,
2

k=1 ger uy = \3/§~ei(%+7ﬂ) = Yo- ket = /- elv . o F

k=2 ger ug = \L’/Qei(%"‘%r) = e/@-ei%ei%" = Yp-eiv . i,

Men /¢ - e dr ju enligt (4) lika med u;. Dessutom kan vi, enligt Eulers form-
lel, e = cosy + isiny, gora omskrivningarna

2270 .

et :—%—1—2? och
iQ.%J__l_.\/g
e = —5 —i.

Tillsammans kan vi ur detta finna uttryck aven for ug och wus.



27
= (34 = (3 i) {1+ B
L /F G 2 3
w=w (=) = (3= {1 £ /5 + 5

Vi har nu uttryckt w i variablerna p och ¢ som i sin tur &r uttryck i a, b och ¢
fran (1). Vi dr nu i stort sett klara. Allt som aterstar &r att siitta in p = b— 1a?
och ¢ = %(2@3 — 9ab) + ¢ i ovanstaende uttryck f6r u och sedan i sin tur sétta
in dessa vérden pa u i uttrycket for = i (3). Detta kréver som ni ser en stunds
rdknande som vi av utrymmesskél héar ej redovisar for, men nedan foljer resul-
tatet.

a | 3/ —2a34+9ab—27c++/(2a% —9ab+27c)2+4(—a2+3b)?
T1= -3+t 54

+ </72a3+9ab727cf\/(2a379ab+27c)2+4(7a2+3b)3
54

o 14iV3 </72a3+9ab727c+\/(20,379ab+27c)2+4(7a2+3b)3
T3 T2

T2 = 54
14iv/3 3/ —2a3+9ab—27c—+/(2a% —9ab+27c)2+4(—a2+3b)*
+3 54
B @ | 14iV3 </72a3+9ab727c+\/(2a379ab+27c)2+4(7a2+3b)3
r3= —3+ 73 54
14iv3 6/72a3+9ab727cf\/(211379ab+27c)2+4(7a2+3b)3
T2 54

Helt trivialt ar det alltsa inte att harleda uttryck for rétterna till tredjegrads-
ekvationer. Som tur &r kan dagens matematiker ta hjélp av datorer for att enkelt
hitta I6sningarna.

3.4 Fjardegradsekvationer

Historia
Fjardegradskevationer upptéacktes av ma-
tematiker i det gamla Indien ungefér sam-

tidigt som tredjegradarna, alltsa ett par ©
hundra ar fére kristus. Sedan dess har det %
lagts ner mycket moda pa att hitta dess o
rotter. Det skulle dock drdja lange innan ©

en allmén formeln hittades, men det vi-
sade sig faktiskt att en sddan faktiskt ex-
isterade. Forst med bedriften blev italie- N ° : : :
naren Lodovico Ferrari pa 1500-talet och

16sningsformeln blev publicerad, tillsam-

mans med den for tredjegradare, i Gerolamo Cardano’s verk Ars magna.
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Om l6sningsformeln

Losningsmetoden &r till uppbyggnad och idé mycket lik motsvarande formel for
tredjegradsekvationer, men dock bra mycket mer komplex. Den fardiga formeln
for att hitta rotterna dr ungefar fyra ganger langre én tredjegradsformeln sa vi
avstar fran att skriva ut den.

De som dr intresserade kan hitta formeln hdr:
http://planetmath.org/encyclopedia/QuarticFormula.html

3.5 Femtegradsekvationer och hogre

Den logiska fortsattningen borde vara

att hitta formler for att 16sa polynom- -
ekvationer av femte graden och hogre. 0
Man kanske till och med skulle kunna 100
hitta ett samband med vilket man kan ®
konstruera rotterna till ett allmént po- EZ
lynom av godtycklig grad. I sjélva ver- 10
ket har man till dags dato inte ens kla- 10
rat av att stélla upp en losningsformel e
for ekvationer av femte graden. Eftersom o2 ° : : :

I6sningar till tredje- och fjardegradaren

upptécktes kort efter varandra verkar ste-

get till att 16sa femtegradaren inte vara langt. Detta méaste varit véaldigt forbryl-
lande for datidens matematiker. Bland de som gjort serifsa ansatser att 16sa
problemet finner man stora namn som Leonard Euler och Joseph-Louis Lag-
range.

I borjan av 1800-talet lyckades dock tva unga matematiker bringa klarhet i
problemet och dessutom bana vig for en helt ny gren av matematiken. Den
norske matematikern Niels Henrik Abel och fransmannen Evariste Galois lade
oberoende av varandra grunden till vad som kom att kallas gruppteori. Abel
publicerade 1824 ett bevis till en sats som séger att:

Det ar omojligt att 16sa en allmin polynomekvation dar graden ar
hoégre an fyra med ett dndligt antal algebraiska operationer.

Italienaren Paolo Ruffini hade redan elva ar tidigare lagt fram ett bevis
for satsen baserat pa tidigare arbeten av Lagrange. Hans bevis inneholl dock
ett smérre fel och blev ignorerat av de flesta. Ruffini férsokte desperat fa med-
hall pa sitt bevis. Han ville fa Lagrange att studera det men till sin fortvivlan
fick Ruffini inga svar da han postade sitt arbete till honom. Han férsckte posta
det ytterligare tva ganger men &ven da utan framgéng. Orsaken &r oklar men
kan bero pa att Lagrange helt enkelt inte ville veta av att femtegradaren inte
har nagon 16sning. Satsen brukar populért kallas Abel-Ruffini-satsen.

Alla ir inte olosliga

Att en ekvation inte gar att l0sas algebraiskt innebér att dess rotter inte gar
att skrivas som ett uttryck med de vanliga riknesitten(addition, subtraktion,
etc.) samt rotutdragningar. Detta innebér bland annat att det inte gar att stéilla

11



upp en formel som l6ser alla femtegradsekvationer. Det utesluter ddaremot inte
mojligheten att approximera rétterna med numeriska metoder. Exempelvis med
Newton-Raphson-metoden. Rotterna (fem stycken enligt algebrans fundamen-
talsats) finns men vi kan inte bestimma dem exakt. Det finns dédremot vissa
ekvationer som gar att faktorisera (och dédrmed 16sa algebraiskt). Som ett ex-
empel kan polynomekvationen

2° —2* — 2+ 1=0 skrivas som (2% +1)(z+1)*(x —1) =0

och har rétterna: (1, —1,—1,4, —i). Detta konstaterande &r viktigt och for oss
in pa ndste matematiker, Galois. Abel bevisade att det var omdjligt att 16sa en
polynomekvation av femte graden eller hogre algebraiskt. Galois gick ett steg
léngre. Som vi ser ovan finns det vissa undantag dar 16sningarna faktiskt kan
framstéllas med algebraiska operationer.

Fragan Galois stéllde sig var: Finns det nagot sitt att avgdra huruvida en given
ekvation gar att 16sa eller ej? Han lyckades uppfinna en metod for att gora pre-
cis det. Matematiken bakom &r véldigt komplicerad men har precis som Abels
bevis sin grund i gruppteorin. Galois visade att om en ekvations Galoisgrupp &r
I6sbar gar ekvationen att 16sa exakt. For ekvationer av graderna fyra eller lagre
ar Galoisgruppen alltid 16sbar. Da graden dr hogre finns det ekvationer som t
ex
Pz +1=0

vars rotter inte gar att finna algebraiskt. Enligt Galoisteorin géar alltsa ovansta-
ende ekvations Galoisgrupp inte att l6sa. Intressant att papeka ar &ven att i
femtegradarens fall kan antingen inga eller alla av rotterna uttryckas som en
andligt uttryck av algebraiska operationer. Detta forstar man lattast genom att
ta en rot, «, som &r ett algebraiskt tal. Da kan man utféra en division med
(z — «). Enligt faktorsatsen reduceras problemet da till ett polynom av fjarde
graden. Dessa har som bekant alltid algebraiska l6sningar.

Abel-Ruffini-satsen kan & ena sidan ses som ett bakslag for matematiken. Den
visar att vi aldrig kommer kunna 16sa alla polynomekvationer exakt utan maste
forlita oss pa approximativa l6sningar i vissa fall. Matematiken &r en exakt ve-
tenskap dar man vill undvika uppskattningar i sa stor utstréckning som majligt.
A andra sidan gav Abels och Galois arbeten upphov till gruppteorin, ett vildigt
anvandbart hjalpmedel.

Kort om grupper och Galoisteori

Gruppteorin har trots sitt ursprung i algebran manga anvindningsomraden ut-
over att 16sa ekvationer. Den kan tillimpas i flera grenar av matematiken. Sym-
metrier ar ett grundlaggande begrepp i gruppteorin som déarfor ar ett viardefullt
verktyg i geometrin. Matematiskt innebér en symmetri att ett objekt(en ekva-
tion, en geometrisk figur eller dylikt) inte paverkas av en viss operation. Detta
kan t ex vara att rotera en liksidig triangel 120° motsols.

Det kan tyckas konstigt att tala om symmetri for nagot s& abstrakt som en
ekvation men det har méanga fordelar. En fjardegradsekvation kan t ex ha rot-
terna (v/2, —v/2,v/5, —v/5). Vi kallar dessa for a, 3, v respektive §. Man ser att
« och B hinger samman. Samma sak géller fér v och J. I sjélva verket ar det
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omdjligt att skilja paren 4t med hjélp av en ekvation med rationella koefficien-
ter. For v och § giller bade 42 — 5 = 0 och 62 — 5 = 0. Samtidigt ser vi att
v+ =0 och v0 + 5 = 0 géller &ven om man byter plats pa rotterna. Det finns
odandligt manga exempel. En Galoisgrupp &r en grupp av alla permutationer dér
symmetrin uppratthalls. Man kan alltsd inte byta ut « eller 8 mot v eller §. I
det hér fallet finns det fyra sadana permutationer.

Gruppteorin anvinds dven med framgang i andra vetenskaper. Framst i fysi-

ken men dven i kemin dar man anvander sig av gruppteorin fér att undersoka
kristallstrukturer.
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4 Betydelsefulla personer inom omradet

4.1 Carl Friedrich Gauss

Gauss foddes 1777 i Braunschweig i Tyskland och var redan i tidig alder intres-
serad av matematik. Hans far var murare och hans mor tjinsteflicka. Fadern
ville att hans son ocksa skulle bli murare men pa grund av hans fardigheter
inom matematik blev han det inte. Hertig Ferdinand av Brunswick horde talas
om Gauss begavning och finansierade hans studier och blev under méanga ar
hans beskyddare. Gauss studerade mellan 1895-1898 pa universitetet i Gotting-
en. Dér utarbetade han bland annat minsta kvadratmetoden med vilkens hjilp
man med stor noggrannhet kan avgora viardet pa en variabel. Gauss upptéack-
te 1796 att en regelbunden 17-hérning kan konstrueras med en passare och en
ograderad linjal. I Gauss doktorsavhandling publicerade han sitt férsta bevis
av algebrans fundamentalsats. Detta bevis innehdll dock geometriska argument
och var inte helt rigorést. Han publicerade sen ytterligare tre bevis. Det tredje
beviset demonstrerade hans fardigheter inom komplex analys och det fjarde ar-
betade han med komplexa polynom. Gauss framsta intresse inom matematiken
var talteori. Han inférde begreppet kongruens och utarbetade sin kidnda funk-
tion for primtalens fordelning. Gauss forsokte hitta matematik inom allt han
sag, ett exempel pa detta dr Gauss paskformel som anvinds for att berdkna
vilken dag paskdagen infaller ett visst ar.

1801 upptécks den forsta asteroiden (Ceres) d& den passerar mellan jorden och
solen. Asteroiden &r bara synlig under en kort tid och Gauss far uppdraget att
berdkna nir den kommer att bli synlig nésta gang. Trots de knappa data som
star till hans férfogande lyckas han berdkna dess bana med stor exakthet och
asteroiden aterfinns dar Gauss forespatt. Gauss berdknade detta med minsta
kvadratmetoden och tar inte bara hénsyn till solens gravitation utan &ven om-
liggande planeters. For detta erbjods han en utndmning vid akademien i St.
Petersburg men avbdjde och stannade i Tyskland. Astronomin kom sedan att
ta upp mycket av hans tid och han fann ytterligare tre asteroider (Pallas, Juno
och Vestra).

Han gifte sig med Johanna Osthoff 1805 och fick med henne tre barn. Hon
dog dock vid forlossningen av det tredje. Gauss gifte sig sedan med hennes bés-
te véin Minna Waldrick och som fick ytterligare tre barn. Ar 1806 i kriget mot
Napoleon dog Gauss bidragsgivare men Gauss fick aret darpa anstéllning pa
universitetet i Gottingen som professor och kunde fortsétta sitt arbete.

Gauss var en av de framsta matematikerna genom tiderna och hans arbete
forde matematiken langt framat. Han berdrde i stort sétt alla omraden inom
matematiken och var &ven verksam inom astronomi och fysik. Det ar svart att
forutsiga var matematiken skulle varit idag om det inte varit for Gauss men det
star sdkert att hans arbete var ett gigantiskt kliv framét i utvecklingen.

4.2 Niels Henrik Abel

Abel foddes 5 augusti 1802 i Rogaland, Norge och dog 6 april 1829. Abel blev
alltsa bara 27 ar gammal men det hindrade inte honom fran att bli en av den mo-
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derna tidens mest erkdnda matematiker. Abel hann under sitt korta liv bidraga
med mycket inom matematiken, exempelvis gjorde han stora insatser inom teo-
rin for de elliptiska funktionerna, men det han dr mest kéind for &r sitt bevis som
visar att det &r omojligt att 16sa femtegradsekvationer allmént med algebraiska
metoder. Abel har fatt ge namn at Abelpriset vilket delas ut en gang om aret
till den matematiker som har gjort det storsta bidraget till dagens matematik.

Abel var under storre delen av sitt liv véldigt fattig och fick forlita sig pa do-
nationer ifran sina medmaénniskor for att kunna jobba med matematiken. 1824
lat han pa egen bekostnad trycka sin avhandling i matematik i vilken han bevi-
sade att det var omojligt att fullstéindigt 16sa ekvationer av femte graden med
algebraiska metoder.

Efter sin avhandling fick han ett stipendie av Stortinget som gjorde det majligt
fér honom att resa till Berlin dér han fick tryckt ett par artiklar i Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik. Detta ledde Abel vidare bade till Italien och
Paris dar han ocksa presenterade sina senaste verk men de ledde inte till nagon
uppméirksamhet dér. Tre ar efter sin avhandling fick Abel tuberkolos och han
kémpade mot den i tva ar innan sjukdomen tog hans liv. Det var under de tva
sista aren som han gjorde framstaende arbeten inom de elliptiska funktionerna.
I Berlin ville man att Abel skulle tilldelas en professur vid universitetet men
precis innan han skulle tilldelas titeln sa avled han.

4.3 Evariste Galois

Galois foéddes i Frankrike ar 1811 och var tidigt intresserad av matematik. Han
kom senare att inleda den abstrakta algebran och har fatt stor betydelse fér ma-
tematikens utveckling. Under den korta tid han levde fick han dock inte uppleva
nagon uppskattning.

Hans intresse for matematik startade tidigt. Han var mycket begavad, inte bara
for sin alder utan han behérskade under sin skoltid langt mer avancerad mate-
matik &n sina larare. Han studerade pa egen hand Abels och Lagranges texter
eftersom ingen i hans omgivning forstod dem. Méanga av datidens professionella
matematiker kunde inte tillgodogéra sig dessa texter. Galois sokte in till den
hogt ansedda skolan FEcole Polytechnique men vid intrddesproven ansdgs han
sakna begavning. Han kom dock in pa en annan skola och fick dér uppskatt-
ning for sina idéer. Han skickade dérpa in tva texter till franska akademien som
berorde 16sningar till algebraiska ekvationer. Dessa dokument férsvann dock.
1830 stéllde Galois upp i franska akademiens stora matematiktévling men hans
bidrag ldstes aldrig igenom eftersom den ansvarige dog innan han hann lisa
det. Den texten har inte aterfunnits. Senare samma ar var Julirevulotionen och
Galois drogs tillsammans med de flesta andra studenter i oroligheterna. Han
ldmnade ytterligare texter till akademien men fick inget svar pa flera manader.
Senare fick han svaret att hans texter var obegripliga och han ombads forenkla
dem. Galois var politiskt aktiv och revolutionér och fangslades flertalet ganger i
samband med demonstrationer. Han inledde ett férhallande med en kvinna som
indirekt blev hans déd. Han kom att hamna i en duell med en annan man under
oklara forhallanden. Han dog i sviterna av den duellen den 31 maj 1832.
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Galois skrev under sitt korta liv inte lika manga texter som méanga av de stora
matematikerna men han tog ett stort steg i matematikens utveckling. Han fick
inget allmént erkdnnande medan han var i livet men efter hans déd har hans
arbete blivit mycket uppmaéarksammat.
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1 Inledning

Vid problemldsning uppkommer allt som oftast ekvationssystem innehallandes
polynomekvationer, bade linjdra och icke-linjira. Linjira ekvationssystem l6ses
som bekant med vanlig Gausselimination, medan det icke-linjira fallet handlar
om ekvationssystem med godtyckliga polynom i flera variabler. Sadana ekva-
tionssystem innehallandes godtyckliga polynom kan i de enklaste fallen 16sas
med direkt insdttning. Som exempel har vi,

2yt =1 (1)
y== (2)

Med inséttning i (1) med (2) s fas,

Da z = y fas 16sningarna

eller,

S B vt

Som vi ser hir sa far vi en ekvation (3) i en variabel som &r litt att 16sa. Just
detta med att l6sa en ekvation i en variabel kommer att bli den brinnande
punkten lite senare i denna rapport. Direkt insdttning giller bara de enklaste
fallen och ar véldigt svart att applicera pa mer komplicerade system. Ett sys-
tematiskt sdtt att behandla ekvationssystem dr Grobnerbaser. Detta skall vi
forsoka forklara lite ndrmre i denna rapport.

Men innan dess sa tittar vi lite pa vad som ligger bakom tidnkandet. Sedan den
dagen da man forst kom i kontakt med matematik har man fatt lira sig vad som
ar tillatet och inte ndr man réknar med algebraiska uttryck. Det dr inte forrdn
mycket senare som man kommer i kontakt med den omkringliggande strukturen
som talar om for en varfor saker och ting &r som de &dr. Den delen kallas for
abstrakt algebra. 1 denna del av matematiken spelar spraket en viktig roll. Som
i alla andra fackomraden s& anvénds ett facksprak for att kommunikationen
skall kunna ske utan missférstand. Som en grundpelare inom matematiken finns
méngder i olika former. I vart fall en méngd av polynom, dir namnet Ringar
dyker upp. Andra méangder ar t.ex. Z , mangden av alla hela tal. Operationerna
pa elementen i méngderna kallas for bindra operationer och innefattar de vanliga
riknesétten {4, —, %, /}. Beroende pa vilken struktur, (ringar, kroppar etc), som
avses sd ar en eller f! ler bindra operationer tillatna. Som vi ska se senare s& har
vi var méngd av alla polynom och dess delméngder ¢deal.

Teorin bakom Grobunerbaser introducerades ar 1965 av Bruno Buchberger i hans
avhandling [4], men namngavs efter hans mentor Wolfgang Grobner. Relevan-
sen bakom teorin var under en langre tid ifragasatt, inte forrdn datorn fick sin
framfart borjade den matematiska allménheten férsta hur viktig teorin bakom



Grobnerbaser dr. Detta dr ett omrade som for ndrvarande dr under aktiv ut-
veckling, bade genom nya teoretiska insikter, men &ven genom en méangd nya
praktiska tillimpningar.

2 Ideal och ekvationssystem

For att kunna definiera Grobnerbaser krivs nagonting som kallas ideal. Ideal &r
ett slags matematiskt objekt och kommer i sig fran en mer generell matematisk
struktur som kallas ring. Vi behover inte ha djupa kunskaper om ringar eller
ideal for att skaffa oss en uppfattning om hur Grébnerbaser fungerar, men vi
maste forsta vissa delar om just varfor det fungerar.

2.1 Ideal

Lat K|xy,...,2,] beteckna méngden av alla polynom i n variabler. Hir star K
for att koefficienterna kommer fran en generell matematisk struktur som kallas
kropp, men vi kan hér strunta i det och tinka pa K som t.ex. de reella talen.

Definition Idealet I ¢ K[z1,...,x,] som genereras av polynomen f1,..., fs dr
mdangden av alla polynom som kan skrivas ui f1 + ...+ usfs dar u; dr polynom
i K[x1,...,2,]. Idealet som genereras av f1,..., fs skrivs

I=(f1,.., fs)

EXEMPEL Lat I = (f, g). Det ar da sjdlvklart att f och g var for sig finns i I ty
alla element pa formen u; f + uag finns i idealet och om man viéljer t.ex. u; =1
och ug = 0 sa far man f som ett enskilt element i I.

ExempEL Lat I genereras av {z?y® — zy, zy? — y} = {p1,p2}. Att exempelvis
polynomen t = z2y* — xzy? och p = 2y3 — y? ligger i I ses litt ty

t=yp1 +0-po = y(22y® — zy) = 2°y* — 2y

p=0-p1+yp2=ylay’ —y) =ay’ —

2.2 Losningsmingder

Vi skall nu studera l6sningarna till ekvationssystem dir hogerleden &r noll och
vi har polynom i vénsterleden. Om vi t.ex. tittar pa systemet

Ji=0
fo=0
s& gor vi kopplingen till idealet I som genereras av polynomen f1,..., fs:
I=(f1,..., fs)



Vi ska nu se att alla l6sningar till det ovanstdende ekvationssystemet &r de
samma som losningarna till alla polynom i det ideal som genereras av de i
ekvationssystemet ingdende polynomen.

Sats Om Z(f1,..., fs) betecknar alla losningar X = (x1,...,x,) som satisfierar
fi(X) = 0 for alla polynom fi,...,fs och om Z({f1,...,fs)) dr alla X som
satisfierar uy f1 + ... + usfs = 0 for alla polynom u; sd dar

Z(frs- s f) = Z((fr -5 15))-

Bevis. Om f1(X) = ... = fp(X) = 0 for nagot X sa maste ug f1(X) + ... +
un fn(X) = 0 for godtyckliga polynom wu; ty u; - 0 = 0. Omvént s& méaste
urf1(X)+ ...+ upfn(X) = 0 medfora att f1(X) =... = f(X) =0 ty det ar

bara att vélja u; = 1, och alla andra till noll s& att uq f1(X) + ... +upfn(X) =
fi(X). Alla 16sningar Z(f1,. .., fn) dr alltsd aven 16sningar i Z({f1,..., fn)) och

vice versa. O

Antag nu att tva olika uppséttningar polynom fi, ..., fs och g1, ..., g: genererar
samma ideal — da maste motsvarande ekvationssystem enligt foregaende sats ha
samma 16sningsméngd ty

Z(flu"'afs) :Z(<f177fs>) :Z(<glu7gt>) :Z(gla"'7gt)'

2.3 Ekvationssystem i en variabel

For tva heltal gar det som bekant att berdkna den sa kallade storsta gemensam-
ma delaren (greatest common divisor pa engelska). Den storsta gemensamma
delaren for heltal berdknas med hjalp av Fuklides algoritm (Tabell 1) och den
sa kallade divisionsalgoritmen, eller det faktum att varje helt tal a kan skrivas
som en produkt av ett annat heltal b, en kvot ¢ och en rest 7:

a=qgb+r.
Om resten &r noll sa gar divisionen jadmnt upp och a/b = q.

INPUT a, b hela tal
OUTPUT sgd, storsta gemensamma delaren av a och b
WHILE (b &r skild fran noll)

{
r := resten av a dividerat med b
a :=b
b :=r

}

sgd := a

Tabell 1: Euklides algoritm



For polynom finns det som bekant polynomdivision som fungerar analogt med
heltalsdivision. Det gar dven att berdkna en stérsta gemensamma delare for
polynom. Den storsta gemensamma, delaren for tva polynom f; och fo betecknar
vi sgd(f1, f2) och kan berdknas med Euklides algoritm precis som med heltal
den enda skillnaden &r att alla variabler dr polynom och det berdknas polynoma
kvoter och rester.

Det dr virt att ndmna att det ocksa gar att berdkna stérsta gemensamma delare
for ett godtyckligt antal polynom induktivt enligt

sgd(f1,. .., fn) = sgd(f1,s9d(fa; -, fn))-

Nyttan utav att kunna berdkna storsta gemensamma delare fér polynom kom-
mer av att idealet genererat av en miangd godtyckliga polynom fq,..., f, i en
variabel dr det samma som idealet genererat av deras storsta gemensamma dela-
re, det behovs alltsa bara en ekvation for att 16sa ett system med flera polynom
i en variabel:

Ji=0

sgd(f1,..., fn) =0 =
fSZO

Detta beror som sagt pa foljande sats dar vi hoppar 6ver beviset.

Sats Givet polynom fi1,..., fs sd gdller det att (sgd(f1,...,fs)) = {f1,..., [s)-
ExemMPEL Lat
fi=23-32+2=0
f2 = LL‘2 —1=0
vara ett ekvationssystem som vi vill 16sa. Vi kan da med polynomdivision och

Euklides algoritm berékna storsta gemensamma delare. Vi far sgd(f1, f2) = z—1
och z —1 =0 ger z = 1. Losningen till

2 —3x4+2=0
22 —1=0

ar alltsa z = 1.



3 Termordning

Da man utfér polynomdivision i endast en variabel ar det naturligt att ordna
termerna fallande efter gradtal. I flervariabelfallet finns inget direkt motsva-
rande sétt att ordna termerna, dérfér maste man i forvig bestdmma sig for
termernas inbordes ordning. Tag t.ex. xy? och 22y, de har samma grad men
dr uppenbart olika. Termordningar visar sig vara helt avgérande fér berdkning-
en av Grobnerbaser. Det finns en méangd olika sitt att ordna termer pa, t.ex.
total gradordning eller lexikografisk ordning. Vi ska hir beskriva lexikografisk
ordning som vi behdver senare.

3.1 Lexikografisk ordning

Nir det géller lexikografisk ordning sd maste man bestdmma hur variablerna
ska ordnas, t.ex. 1 > ... > x,.

Att lexikografiskt sortera termerna i ett polynom i n variabler &r en processin
steg. Dvs. (1) sortera fallande genom att jimfora storsta variabelns exponent,
om likhet, (2) sortera fallande efter andra variabelns exponent, ..., (n) sortera
fallande efter n:te variabelns exponent. Om vi har ett polynom p sa definierar
vi den ledande termen LT(p) som den storsta termen i polynomet.

EXEMPEL Polynomet 33 + 3y?2? + 222 ska sorteras i lexikografisk ordning. Om
x > y s& sorteras polynomet till 223 + 32%y? + 3 och LT(p) = 22%. Om y > x

s& sorteras polynomet till y3 + 33222 + 223 och LT (p) = y5.

4 Grobnerbaser

En Grobnerbas for ett givet ideal &r en mangd polynom {g1,...,g:} som har
vissa egenskaper. Det finns flera olika definitioner f6r Grobnerbaser vilka alla
saklart dr ekvivalenta. Vi skall anvinda nedanstaende.

Definition Ldt I vara ett ideal i K[x1, ..., x,]. En dndlig delmingd {g1,...,9:} C
I kallas en Grobnerbas for I om varje polynom f € I gar att skriva

f=uig1 + ...+ ugs, dir LT(f) > LT(u;9:),1 <i <t (4)

Vi ser att en Grobnerbas for I genererar I. Det ytterligare villkoret dr pastaendet
om de ledande termerna. Saledes &r Grobnerbaser beroende av den termordning
man véljer. Givet en méngd generatorer for ett ideal sa finns en algoritm kallad
Buchbergers algoritm for att berdkna en Grobnerbas. Metoden som anvinds for
att bestimma en Grobnerbas kan simplifierat beskrivas som en kombination av
Gausseliminering och en generalisering av Euklides algoritm. Motsvarigheten till
polynomdivision i flera variabler kallas reduktion. For en utforlig behandling av
Grdobnerbaser refererar vi till [1], [2], [3], [5], [6].



Vi skall nu studera egenskapen som visar varfér Grobnerbaser ar ldmpliga for
att 16sa ekvationssystem. Denna kallas ibland eliminationsegenskapen.

For ett ideal I € K[x1,...,z,) &t Iy = I N K[xg41, ..., zy], dvs. polynomen i
I som ej innehéaller ndgon av variablerna z1,...,z;. Det gar att visa att I &r
ett ideal i K[zgy1,...,Tn].

Sats Om G = {q1,...,9:} ar en Grobnerbas for ett ideal I i Klx1,...,2,],
med lexikografisk termordning med ©1 > xo > ... > x,, di dr Gy = G N
Kxgi1, .., @y en Grébnerbas for I,

Bevis. Om ett polynom f € I, C I framstélls pa formen (4) sa maste varje term

i hogerledet innehallandes 1, . ..,z vara storre dn LT(f) eftersom f € I, och
I, endast innehaller xy41,...,x,. I hogerledet finns saledes bara polynom i
Zk+1s-- -, Tn, speciellt dr alla inblandade (dar u; # 0) ¢g; € Gi. Basen Gy dr
alltsd en Grébnerbas i I. O

Vi antar nu for enkelhetens skull att vi har ett ekvationssystem

fi=0

fs=0
dir f; € K[z1,...,2,) med ett dndligt antal 16sningar (principen géller dven
for andra system). Man kan da visa att idealet (fi,..., fs) innehaller, fér varje

x;, ett polynom i bara x;. Lat I = (f1,..., fs) och G en Grébnerbas for I med
samma lexikografiska ordning som ovan. Om vi anvinder oss av ovanstaende
slutsats for x,-variabeln ser vi att I,_1 och saledes G,,_1 &r icke-tomma. Med
samma argument innehaller I,,_s polynom i bade z,,_1 och x, sa att G,,_o C G
maste ha polynom innehallandes z,,—1 och z,, men inga andra variabler. Pa
samma sitt ser vi att G maste vara pa “trianguldr” form, dir G,_; endast
innehaller x,, G,_o innehaller z,,_; och z,, G,_3 innehaller x,_o,z, 1, %y
och sa vidare.

Nu l6ser vi envariabelsystemet {f(x,) = 0|f € G,—_1}, sedan atersubstituerar
vi dessa 16sningar i de polynom som bara innehaller x, och x,_; fran G,_o
och sa vidare, tills hela ursprungssystemet &r 16st. Till slut har vi fatt fram alla
16sningar till polynomen i G och saledes till vart ursprungliga system. Slutsatsen
blir att om man anvénder sig av Grobnerbaser kan man reducera problemet
fran att 16sa ett system av godtyckliga polynom i Klxy,...,z,] till att 16sa
envariabelsystem.



5 Maple-exempel

For att referera till tidigare exempel dér direkt insdttning var ett sitt att 16sa
ett system av polynomekvationer si visar vi hur samma system férenklas med
Grobnerbaser. Déarefter 16ser vi ett inte fullt s& enkelt exempel. Systemen 16ses
i programet Maple som har inbyggt stod for Grébnerbaser.

Termordningen i Maple definieras med kommandot “plex” och star for “pure lex-
icographic order” dér ordningen helt och hallet dr lexikografisk. Om vi anvéinder
exemplet fran inledningen

22 4+9y°-1=0
y—xz=0

i Maple med termordningen y > x, sa far vi:
with(Groebner) :
f1:=x"2+y"2-1;
fli=a?+4y? -1
f2:=y-x;
f2:y—=x
gbasis({f1,f2},plex(y,x));
[2:102 -1, —z+ y]
Nér vi anger termordningen y > x sd elimineras variabeln y och vi far en

ekvation 222 — 1 = 0 i bara z. Samma exempel fran inledningen av rapporten
med termordingen x > y i Maple visar,

f1:=x"2+y"2-1;
fli=a®+y° -1
£f2:=y-x;
f2:y—=x
gbasis({f1,f2},plex(x,y));
[2y° — 1,2 — y]

Nir vi anger termordningen x > y sa elimineras variabeln x och vi far en
ekvation i bara y.



Om vi da tittar pa ett exempel som inte &dr fullt sa enkelt

2y+x—zy—1=0
ot vy —2x4+1=0

och véljer y > x och gor en kdrning i Maple sa far vi,
f1:=x"2%y+x-x*y-1;
fli=a?y+a—ay—1
£2:=x"4%y~2+y*x~3-x+1;
f2i=a*y? +y2® —z+1
gbasis({f1,f2},plex(y,x));
[x2—2:1:+1,a:—|—:17y—1—y,y2+y]

Om vi tittar pa Grébnerbasen [:E2 2+l x+ay—1—y,y>+ y] sa ser vi att
tva av polynomen &r i en variabel. Nar vi erhallit 16sningarna till

22 -224+1=0
r+axy—1—y=0
¥ +y=0
s& ar ursprungsproblemet 16st. Om vi vénder pa termordningen och valjer z > y
sa far vi
f1:=x"2%y+x-x*y-1;
fli=a?y+z—ay—1
£2:=x"4%y~2+y*x~3-x+1;
f2=ary?+yd —z+1

gbasis({f1,f2},plex(x,y));

[y2+y,x+a:y—1—y,:c2—2;p+1]

I detta fallet sa far vi ingen skillnad mer dn att y skrivs fére x i svaret. Dock
ar det fortfarande pa en enklare form som &r litt att 16sa. Har hade det varit
svart att gissa sig till 16sningarna och metoden med direkt insdttning hade inte
gett oss nagon tillfredstillande l6sning. Darav Grébnerbasernas stora styrka och
anvindbarhet.
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Introduktion till gruppteori

Gruppteorin utvecklades i borjan av 1800-talet som ett matematiskt verktyg
for att bevisa att vissa ekvationer inte har nagon 16sningsformel. Gruppteorin
ar en del av den abstrakta algebran, dar man inte tar hénsyn till vilka objekt
man hanterar, utan bara relationerna mellan dem.

Idag har gruppteorin andra tillimpningar, savil inom den rena matema-
tiken som andra vetenskaper. Inom matematiken anvénds gruppteorin inom
bl a talteorin och geometrin. Aven inom fysiken spelar gruppteorin en viktig
roll fér att beskriva olika typer av symmetrier. T ex s& utgdr byten av koor-
dinatsystem i mekanik en grupp. Inom partikelfysiken spelar gruppteorin en
stor roll for att beskriva elementarpartiklarna.

Grundlaggande gruppteori

Vad ar en grupp?

En grupp bestar av en mangd och en operation. For att en méangd ska vara
en grupp for en operation krévs 4 egenskaper.

e a,be G=axbed.
e ax(bxc)=(axb)*cforallaa,b,cedG.

e Det finns ett element e € G (kallad identitetselementet) sadant att
axe=ex*a=aq for alla a € G.

e For varje a € G finns det ett element a~! € G (kallad inversen till a)

sadant att axa L =a txa=e

Man bendmner en grupp som abelisk om elementen &ven uppfyller den
kommutativa lagen

e axb=>bxa for alla a,b € G.



Exempel pa grupper
Heltal

Miéngden Z av alla heltal med operationen addition utgér en grupp. Den
associativa lagen géller: (a-+b)+c = a+(b+c), det finns ett neutralt element:
0-+a = a+0 = a, det finns en invers till varje tal: a + (-a) = (-a) + a =0
och denna grupp &r dven abelisk: a + b = b + a. Om man istédllet véljer
mangden alla icke-negativa heltal och operationen addition &ar det inte en
grupp eftersom det da inte finns négon invers.

Reella tal

Méngden R med operationen addition bildar en grupp, varvid 0 ar ett ne-
utralt element och a har inversen -a. Aven de nollskilda reella talen R* med
operationen multiplikation &r en grupp, varvid 1 &r ett neutralt element och
a~! dr invers till a. Notera att noll inte har nagon invers. Bada grupperna ar

abeliska eftersom addition och multiplikation &r kommutativa operationer.

Icke-singuldra n x n matriser

Méngden av alla icke-singuldra n x n matriser (icke-singuldr betyder att ma-
trisen har en invers) utgor en grupp med operationen matrismultiplikation.
Att axiomen ovan géller for denna grupp har bevisats i den linjéra algebran.
Dessa grupper ar ej abeliska nér n > 2.

Permutationer

Méngden permutationer som avbildar t ex ABC pa ABC, ACB, BAC, CAB,
BCA, CBA &r en grupp med operationen sammanséittning. Elementen av
denna grupp ar:

_ABC_ABCb_ABC
‘““\uBc)'"\Bc a)’"\c aB
_ABC’d_ABC_ABC
““\4c B)""\c B A)IT\B 4 cC
A B C
att A avbildas pa B och B avbildas pa C o.s.v. Operationen ab menas:

B C A
forst gér permutation b och sedan gor permutation a pa férgdende resultat.
Denna grupp &r ej abelisk eftersom ac # ca.

Till exempel s& anger a =

Exempel pa satser

Utifran de givna axiomen kan man hérleda andra réknelagar och satser. Vi
ger har nagra exempel.



SATS 1. Man kan forkorta bort element i en grupp, dvs om

ab = ac
foljer att
b=c
och om
ba = ca
foljer att
b=c.

BEvVIS. Lat ab = ac. Vi vet att ¢ har minst en invers. Lat d vara en invers
till @ och multiplicera med d fran vénster.

dab = dac < (da)b = (da)c < ea = ec < a = c.
Den andra hélften av satsen bevisas pa precis samma sétt. ]
SATS 2. Varje element har en och endast en invers.

BEVIS. Att varje element har minst en invers ar ett av axiomen for en grupp.
Vi ska saledes visa att varje element har hégst en invers. Anta att a har tva
inverser d och c. Da géaller att
ca=e
och
da = e.
Men det betyder att
ca =da < c=d.
I sista steget har vi anvant foregdende sats. U
Den unika inversen till a skrivs a =
Vi kan notera att beviset for foregaende sats utesluter mojligheten till

en "vinsterinvers”, dvs ett element d # a~! sadant att a xd = e. P4 samma
satt kan man utesluta existensen av en hogerinvers.

SATS 3. Lit a och b vara element i en grupp. Dd dr (axb)~! =b"txa™L.
BEVIS.
(b xa N x(axb) = b xa " xaxh = b k(a7 xa) kb = b Ixexb = b Ixb = e.

Eftersom inversen dr unik maste (a x b) ™! vara lika med b=! x a1

O

SATS 4.
(aH ! =a.



BEVIS. Vi vet att (a7 !)(a™1)™! = e och att a~'a = e. Men detta innebir
att (a=1')(a=')"! = a~'a och genom att forkorta bort a~! far vi att

(a_l)_1 = q.

Permutationsgrupper

En sarskild viktig typ av grupper ar permutationsgrupper. Betrakta en méangd
M med n element. Numrera dem 1,2, 3,...,n. Betrakta sedan alla permuta-
tioner av M, dvs alla bijektiva funktioner fran M till sig sjdlv. Méngden av
alla dessa permutationer, med den binéra operationen funktionssammansatt-
ning, sigs utgéra permutationsgruppen av ordning n. Denna grupp betecknas
ofta Sy,. Det &r viktigt att observera att elementen i S,, &r bijektioner av M
och inte elementen i M.

Det finns flera alternativa sétt att beteckna elementen i S,,. Ett sitt ar
med hjalp av en sorts tabell med tva rader diar den 6versta raden helt enkelt
bestar av siffrorna 1 till n. I den undre raden pa plats j star vilket element

som hamnar pa plats j.
1 2 3 4
2 3 1 4

Till exempel s& anger
att 1 avbildas pa 2, 2 avbildas pa 3 och sa vidare.

Ett annat sétt att skriva elementen, som kommer anvindas i resten av
denna artikel, &r den sa kallade cykliska notationen. Déar anger (2,1,3) att
element pa plats 2 gar till plats 1, elementet pa plats 1 gar till plats 3 och ele-
ment pa plats 3 gar till plats 2. En sddan permutation kallas cyklisk. For att
kunna beskriva alla permutationer pa detta satt maste produkter av cykliska
permutationer tillatas. De element som inte ska flyttas anges 6verhuvudtaget
inte. Exempel (1,2,3)(9,8,4) beskriver en permutation cykliskt permuterar
1,2 och 3 med varandra och 9,8 och 4 med varandra. Ovriga element flyttas
inte.

En anledning till att permutationsgrupper &r s viktiga ar att alla dndliga
grupper kan beskrivas som en undergrupp till nagot S,,. Denna sats, Cayleys
sats, bevisas inte har.

Undergrupper

Definition 1. En delmdngd H av en grupp G dr en undergrupp till G om H
sjdlv dr en grupp under operationen i G.

Alla grupper G har tva triviala undergrupper; G sjilv och e. Alla andra
grupper kallas dkta undergrupper.

Eftersom associativitetsaxionomet automatiskt drvs till alla undergrup-
per racker det att verifiera tva axiom for en undergrupp.



SATS 5. En icke-tom delmdingd H av en grupp G dr en undergrupp av G
om

e Oma,b € H, si giller att axb € H

e Omac H sa giller att a™' € H.

BEvIs. Enligt ovan géller associativitet for alla element i H, sa alla axiom
for en grupp ar uppfyllda om vi kan visa att e tillhor H. Eftersom gruppen

ar icke-tom finns det ett element c. D4 finns enligt andra punkten dven ¢ 1.

Enligt forsta punkten finns da ocksa cx ¢! = e.

O
Om H ar dn andlig grupp, racker det med att ett axiom uppfylls.

SATS 6. Lat H vara en icke-tom dndlig delmdngd av en grupp G. Om H dr
begransad under operationen i G, d.v.s. om

e Oma,be H, sd gdller att axb e H

sa dr H en undergrupp till G.

Bevis. Enligt sats 5 beh6ver vi bara visa att inversen av varje element i
H ocksa dr i H. Om a € H, sa kommer a* € H for varje positivt heltal
k. Eftersom H #r #ndlig, kan inte alla a* vara olika. Alltsa finns tva heltal
m > n sa att a” = a”. Detta kan forenklas till ™™™ = e. Vi betraktar nu
tva fall, det ena da m —n = 1, da ar a = e och darmed inversen till sig sjalv.
Annars & m —n > 1, da kan vi skriva om uttrycket som a™ " "la = e, och
eftersom inversen #r unik, &r a=! = @™ "1, och didrmed ligger inversen i
méngden.

O

Med denna sats kan man generera undergrupper med sa kallade generato-
rer. Denna sats ar anvindbar d& man vill generera permutationsgrupper for
till exempel Rubiks kub. Man faststéller da ett antal permutationer som man
genom att kombinera kan skapa alla godtyckliga manipulationer av klumpen.
Man later sedan lampligen en dator applicera ovanstaende sats pa dessa per-
mutationer och far da fram den permutationsgrupp som motsvarar Rubiks

kub.

Cykliska grupper och generatorer

Lat G vara en grupp. Vilj ut ett element a och bilda méngden F' = {a"|n €
Z} F bestar alltsa av alla potenser av a. F' utgor en undergrupp vilket latt
inses. Produkten av tva potenser av a ar ocksa en potens av a och inversen
till ett element a® &r a=* som tillhér F. Det récker att kontrollera dessa
egenskaper for att vara sidker pa att det dr en undergrupp.



Elementet a sigs vara en generator till gruppen F'. F' kan givetvis vara
lika med G. En grupp som genereras av ett element ségs vara cyklisk. Alla
cykliska grupper ér abeliska eftersom a® x a = a™ * a*.

Man kan generalisera det ovanstaende genom att ta fler 4n ett element
som far fungera som generator. Lat saledes G vara en grupp. Valj ut en
méngd M av element i G. Lat H vara undergruppen bestdende av elemen-
ten som kan skrivas som produkter av potenser av elementen i M. Att H
verkligen &r en undergrupp kontrolleras pa samma sétt som vi gjorde nér vi
bara hade en generator. Vi har dock ingen garanti att gruppen ar abelisk.

Elementen i M sdgs utgora generatorerna fér H. Vi kommer att anvinda
generatorer i vart arbete for att pa ett smidigt sitt kunna beskriva grupper.

Om antalet element i en &ndlig grupp ar ett primtal s& &r gruppen cyklisk.

En tillampning av gruppteorin

Med hjalp av gruppteori kan vi 16sa pussel av samma sort som Rubiks kub.
Vi véljer att numrera de olika rorliga delarna av den s.k. klumpen pa ett
lampligt sétt enligt figur 1. Malet &r att hitta en kombination av de olika
rotationer man kan utfora som far alla delar att hamna pa ratt plats. Med
ratt plats menar vi att alla delar hamnar i nummerordning och med de
vita pa en sida och de svarta pa andra sidan. Vi betraktar alla mojliga satt
placera delarna pa klumpen som en grupp. Fordelen med att gora detta ar
att de vridningar vi kan utfoéra pa klumpen ocksa blir gruppens generatorer.
Vi har anvént oss av sex generatorer, som i praktiken &r att vrida framsidan
90° medurs, baksidan 90° medurs, vrida de sex delarna pa ovansidan ett
halvt varv, och pa samma sétt vrida delarna pa hogerkanten, vinsterkanten
och undersidan. Med hjalp av numreringen av klumpen kan dessa vridningar
skrivas som rena permutationer. Dessa ar

W =(1,3,9,7)(2,6,8,4)
(11,13,19,17)(12, 16, 18, 14)
= (1,11)(2,12)(3,13)
(1,19)(4, 16)(7,13)

= (7,17)(8,18)(9, 19)

= (3,17)(6,14)(9,11)

B
U
L
D
R

Notera ocksa att var grupp blir en undergrupp av Sig.
Se figur 1 for en bild av de beteckningar vi anviander fér klumpen sidor.

GAP

GAP star for Groups, Algorithms and Programming. Det &r gratis for ned-
laddning och anviandbart for berdkningar med grupper. Vi visar har hur vi
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Figur 1: Beteckningarna fér klumpens sidor. Figuren skall ses som en "utvikt”
klump. D& klumpen &r 16st ligger den vita ettan pa sida 1, den vita tvaan
pa sida 2, den vita fyran pa sida 4, den svarta ettan pa sida 11, den svarta
tvaan pa sida 12, den svarta fyran pa sida 14, etc.

gick tillviga fora att l6sa vart problem, och p& samma sétt kan liknande
pussel 16sas.

Vi beskriver de grundldggande rotationerna som permutationer.

gap> W:=(1,3,9,7)(2,6,8,4);
gap> B:=(11,13,19,17) (12,16,18,14) ;
gap> U:=(1,11)(2,12) (3,13);
gap> L:=(1,19) (4,16)(7,13);
gap> D:=(7,17)(8,18) (9,19);
gap> R:=(3,17)(6,14) (9,11);

Vi bildar en grupp med dessa som generatorer.

gap> G:=Group(W,B,U,L,D,R);

Vi kan rdkna ut storleken pa gruppen. Det som star utan ’gap>’ ar
utskrifter fran GAP.

gap> Size(G);
1625702400

Vi far namnge var grupps generatorer sa som vi vill att de ska skrivas i
16sningen. Har &r det viktigt att namnen star i samma ordning som nér man
skapade gruppen.



gap> hom:=EpimorphismFromFreeGroup (
G ‘names:= [an s Ilbll s uun s "1" s ndn ) nrn] ) ;

Och slutligen matade vi in den permutation som sétter alla siffror pa rétt
plats.

gap> PrelmagesRepresentative(
hom, (2,8,6,16,4,14,12,18)(3,7,9,13));

Utskriften ar de generatorer man ska utfora for att uppné den inskriva
permutationen, och sédledes 16sa klumpen. I utskriften anvinder GAP &ven
inverser och potenser av generatorerna.

Wo=1%1 7 -1k =217 - 1kw T - 2% 17— 1k Tk - Dkw™ - 1k 1 kuk
wkd*w”™ - Lkukwkdkwk T -1k 17 - Tkwk]l k1~ - Lkyw*k1~-1%
u”-1%7—1ku” - 1kwkl T - 1w -2%r~ - 1kd ™ - 1%r~ - 1*w*
d~-1xw*1"-1%b

Man kan forkorta 16sningen genom att anvénda andra gruppteoretiska
tekniker, som Grobner-baser.
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1 Varldens storsta tal

Vilket &r vérldens storsta tal? Kan det finnas ett tal som &r stérre én alla
andra tal w. Finns det i sa fall ett tal % som &dr mindre dn alla tal men
anda dr storre dn noll? Vad ska man med ett tal till, kan man anvinda det
i berdkningar och ungefir hur stort dr det. Kan man inte lagga till ett och
fa ett &nnu storre tal. For att fa svar pa fragorna tar vi en tillbakablick och
studerar hur var matematik har blivit vad den &r idag.

Vi dr vana att se foljande sekvens.
NCZCQCRCC

Det &r den sekvensen som beskriver alla de olika tal som vi anvinder idag
och deras relation till varandra. Symbolerna dr i tur och ordning

e Naturliga tal N (1,2,3...).

Heltal Z (... —2,-1,0,1,2...).

Rationella tal Q (%, p,q € Z).

Reella tal R. Alla rationella tal men &dven tal som inte kan skrivas som
en kvot av tva heltal t.ex. (m,v/2, e).

e Komplexa tal C (a +bi, a,b € R, i =+/—1).

Vad man kanske inte tdnker pa nir man ser den héar sekvensen ar att
den inte alltid har sett ut sdhir. Innan man insig de reella talens existens
beskrevs véra tal istillet av:

NCZzZcQq,

och langt innan det bestod den bara av de naturliga talen och beskrevs da
av ett ensamt V.

Allt eftersom ménniskan har utvecklats har ocksd hennes krav pé levnads-
standard 6kat. Nar behovet byts fran att rdkna stenar till att bygga flygplan
méaste nya verktyg till. Ett av dessa verktyg &r ett fungerande matematiskt
tdnkande. Nir det enda problemet ménniskan hade var att skilja ett antal
fran ett annat réckte det med de naturliga talen. I takt med utvecklingen
behover matematiken dndras och detta har lett oss till dagens definierade
tal som strécker sig fran de naturliga talen till de komplexa, via heltalen, de
rationella talen och de reella talen.

Men om nu matematiken genom alla dessa ar sténdigt har fordndrats och
utokats till att omfatta fler typer av tal, skulle da inte en ny definition av



tal kunna inforas?

Det &r hér odndligheten, kommer in. Matematiker har ofta varit forsikti-
ga med att anvdnda odndligheter i sina berdkningar. Man har anvant sig av
gransvirden som fatt nidrma sig odndligheten men aldrig riktigt natt fram.
Kan det vara sa att det finns ett sétt att anvinda sig av odndligheten nér
man raknar? Idén har funnits lange och talen har sammanfattats i den méangd
som kallas de hyperreella talen * R. De hyperreella talen dr en utvidgning av
de reella talen, dvs
R C*R.

2 Historia

Oéndligheten har alltid forbryllat ménniskan. Hur beskriver man en odnd-
lighet? Finns det olika grader av odndligheter? Ni har sdkert hért om skold-
paddan och kaninen som aldrig kommer i mal. Detta filosofiskt- matematiska
problem leker med odndligheten pa ett vis som ger helt absurda konsekvenser.
Archimedes anvéinde sig av odndligt sméa bitar da han uppskattade en cirkels
area och foljaktligen kunde bestdmma ett ndrmevirde till pi. Archimedes
vagade dock inte att betrakta det som matematiskt gediget och utvecklade
inte sina tankar. Archimedes verkade redan 300 f.kr. men det var inte forran
langt senare som infinitesimalen myntades som begrepp och fick de defi-
nitioner som idag géller. Gottfried Wilhelm Leibnitz lade under 1600-talet
grunderna till de beteckningar som nu anvinds vid derivering och integralka-
lkyl t.ex. %F(m) samt [ f(z)dzr men vem som ska ha dran fér metoderna &r
lite oklart. Det verkar ndmligen som att Isaac Newton och Leibnitz ovetande
om varandras arbete gjorde detta pa var sitt hall. Leibniz, som publicerade
sitt arbete forst, fick till en borjan allménhetens erkdnnande men Newton
kunde bevisa att han arbetat med det tva decennier tidigare vilket ledde till
att Leibniz blev anklagad for att ha plagierat Newton. Langt innan varken
Newton eller Leibniz hade publicerat nagot inom dmnet sa hade Newton
diskuterat det med personer som stod i kontakt med Leibniz, vilket forstés
stodde teorin om plagiat.

Hur det egentligen ligger till dr det ingen som vet men det &r sédkert att
béade Leibniz och Newton har bidragit oerhort mycket till differentialkalkylen.
Bade derivering och integralkalkylen bygger lite forenklat pa att man delar
upp négot i odndligt sma delar, s.k. infinitesimaler. Infinitesimalen definieras
som det tal som &r mindre &n alla reella tal men storre 4n noll och den beteck-
nas oftast med lilla epsilon, e.

Efter bade Newton och Leibniz déd yttrade sig den matematiskt kunnige
biskop George Berkeley kritiskt om derivationsreglerna. Berkeley menade att



teorierna inte var matematiskt korrekta eftersom berdkningarna medfor att
man forst betraktar infinitesimalen som ett reellt tal om dn oéndligt litet, for
att sedan betrakta infinitesimalen som noll. Han menade att inkonsekvensen
gor det origordst. Denna kritik ledde till att man ldmnade infinitesimalen
och borjade anvinda griansvirden istéllet. Infinitesimalen &terupptogs inte
forran pa 1960-talet i och med att Abraham Robinson gjorde verklighet av
icke-standardanalysen, och det var inte forrdn d& som den fick just beteck-
ningen infinitesimal och de regler som anvinds nu.

3 Euler anvinder oindligheter

En matematiker som med stor framgang anvinde odndligheter i sina berdkningar
var schweizaren Leonhard Euler (1707-1783). Bland annat lyckades han med
hjélp av infinitesimaler bevisa formeln for Taylorutvecklingen av sinus och
cosinus. Nedan foljer cosinusbeviset.

3.1 Bevis

Enligt Eulers formel kan cos z skrivas % Om man hér ersdtter x med

nf far man istallet
ei@n + e—ien (61'9)71 + (e—iG)n

cosx = cosnf = =
2 2

Man kan utveckla e? till cos# + isinf och genom att ersitta termerna i
taljaren med det uttrycket far vi ett nytt uttryck som kan skrivas:

2 2
Med hjélp av binomialsatsen kan téljaren forenklas négot.

(€)™ + (e7)  (cosf +isinf)™ + (cosh — isin )"

(cosf +isinf)" + (cosf — isinfh)" =

n n
= Z(Z) cos" kg . i sin* 0 + Z(Z) cos" % . (—i)*sin® g
k=0 k=0
Det man ser nu ar att alla termer dér £ 4r udda, dvs de med en komplex
del kommer att ta ut varandra och férsvinna. Alla andra termer dubblas men
skall sedan delas med tva och resultatet blir darfor:

n(n — 1) cos" 2 0sin0 N n(n — 1)(n — 2)(n — 3) cos"* @ sin* §

n
cos™0 — 51 1

Om vi nu later n vara oéndligt stort sa blir # = = infinitesimalt litet.

Déa blir cosf) = 1 och sin = § = =. Vidare sa kan man, eftersom att n ar



odndligt stort, sitta n — 1 = n. Detsamma kan goras med n — 2, n — 3 och
s& vidare. D& kan vi nu dndra om i vart uttryck och far istéllet
n21n—2(%)2 n41n—4(%)4 B 1772+74776
2! T T TR T
vilket &r Taylorutvecklingen av cos x, som vi nu har lyckats bevisa genom att
rikna med odndligheter. Pa liknande sétt kan Taylorutvecklingen for sinz
visas.

cosx =cosnfd = 1" —

4 Rakneregler for hyperreella tal

En infinitesimal definieras som ett tal vars absolutbelopp &r mindre &n alla
reella tal men storre dn noll. Med hjéilp av den definitionen kan man fast-
stilla olika rdkneregler for att mojliggéra en anvindning av talen.

Till att borja med, om ¢,d bada ar infinitesimala tal sd &r deras summa
och produkt ocksé infinitesimalt liten.

Bevis Lat r vara ett reellt tal storre &n noll. Da &r |¢[] < § och [0 < .
Det ger att |e + d| < r, och summabeviset dr fardigt eftersom r kan véljas
hur litet som helst. For produkten kan man istéllet skriva |e|] < /7, och

|0] < /7, vilket ger att |ed] < r.

Produkten av ett reellt tal och en infinitesimal dr ocksa infinitesimal. Lat
e vara infinitesimal och b ett dndligt reellt tal. D& &r |b| < s for nagot reellt
s > 0. Dessutom &r [e| < £ for nagot r > 0. Da foljer att |eb| < r och darfor
ar produkten infinitesimal.

Om (z + €) € *R och ¢ ér infinitesimalt litet och x &r ett godtyckligt reellt
tal sd &r st(x + €) = x dér st &r en forkortning for standarddel. Om z och y
ar hyperreella tal s& foljer:

(1) st(x +y) = st(x) + st(y),
(2) st(zy) = st(z)st(y),

zy _ st(z)
(3) st(2) = 2]

Bevis av (1) Om x = 2’ +¢,0ochy =y +0 sd dr x+y = (2'+y') +(e+0).
Summan av tva infinitesimaler dr ocksa infinitesimal, av detta foljer forsta
péstaendet.

Om z och y &r tva hyperreella tal och  — y &r en infinitesimal s& ar z
och y infinitesimalt néra, vilkets skrivs  ~ y. Om z ~ 2’ och y ~ v/ s&
foljer:



(1) z+y~a' v,
(2) zy ~a'y,

(3) L~%, y#0.

5 Ett hyperreellt talsystem

For att konstruera ett hyperreellt talsystem, *R, vill vi att féljande egen-
skaper ska vara uppfyllda for det.

(1) Det innehéller de reella talen.
(2) Det innehéller en infinitesimal e.

(3) Varje mening i spraket S som &r sann i *R &r sann i R.

For att foklara vad ett sprék innebéar ér det lattast att titta pé exempel
av sprak. Lat oss kalla vart sprak S. Spraket S géller for de reella talen och
innehaller konstanter, variabler, funktioner och relationer.

Man kan konstruera de hyperreella talen genom att betrakta sekvenser av
reella tal sa som

(4,2,1,1/2,1/3,1/4,...)
(13,—45,13,—45,13,—45,...)

Tar vi det reella talet \/ﬁ, skulle dess sekvens bli
(V2,V2,V2,V2,V2,v2,. )

Tva olika sekvenser kommer att kunna representera samma hyperreella tal.
Ta sekvenserna

p=(3,2,3,19,43,6,6,6,6,6,...)
j=1(7,1,2,6,6,6,6,6,6,6,6,...)

Vi séger att sekvenserna p och j representerar samma hyperreella tal efter-
som de ar lika pa nédstan alla stillen. Vi sdger att de &r lika da méngden av
de stéllen dir de inte &r lika &r ddlig. Tyvér ar inte detta tillrackligt starkt
for att bygga upp vart hyperrella talsystem. Déarfor behdver vi skapa ett ul-
trafilter. Detta ultrafilter innehaller bl.a. just de méngder vars komplement
ar dndliga. En utforligare disskution kring ultrafilter ges i appendix.

Som tidigare ndmnt representerades de hyperreella talen av sekvenser, om vi
bildar sekvenserna



<ala az,as, .. >

och

<b17 b27 b37 . >

kommer dessa att representera samma hyperrella tal omm
{n € N;a, =b,} €U.

For att sedan ga vidare och se hur relationer och funktioner fungerar pa
de hyperreella talen, borjar vi med att vilja en allmin funktion f som géller
i vart sprak S. Vi tar sedan tva hyperreella tal a och b, dvs sekvenserna
(a1,as,as,...) och (by,ba,bs,...) och bildar f(a) och f(b), som vi definierar
till

<f(a1)a f(a2)7 f(a?))a e >

respektive
(f(b1), f(b2), f(b3),---)

Om vi later a och b representera samma hyperreella tal, vill vi att f(a)
och f(b) ocksé gor det. For att kontrollera att de gor det bildar vi méngderna

A={ne€ N;a, =b,}
och
B:{RENSf(an):f(bn)}'

Vi vet sedan tidigare att A € och vi inser snabbt att A C B. Detta ger
att B € U och darmed har vi visat att f(a) och f(b) representerar samma tal.

For att sedan ga vidare och definiera vad vi menar med relationer for de
hyperreella talen, borjar vi med en relation som vi skriver som R(). For att
sedan avgora om R(a) &r sann definierar vi helt enkelt att R(a) &r sann da
{n € N;R(ay,) ar sant} € U. For att avgéra om vér definition &r okej later
vi som tidigare a och b vara samma hyperreella tal, da maste det forhalla
sig s& att R(a) dr sant omm R(b) dr sant. For att visa att s ocksé dr fallet
bildar vi méngderna

A ={n € N; R(a,) ir sant}
B = {n € N;R(b,) ér sant}
och

C={n€eN;a, =b,}



Om vi antar att R(a) dr sant. D& géller att A € U och vi vet sen tidi-
gare att C' € U. Enligt definitionen av filter och ultrafilter giller d& dven att
ANC €U och eftersom ANC C B, sa giller att B € U, se appendix.

Nu nér vi definierat vad vi menar med ett hyperreellt tal vill vi visa att
de verkligen uppfyller de tre egenskaperna vi proklamerade i bérjan av detta
avsnitt.

Egenskap 1 visar vi enkelt genom att lata ett reellt tal r, representeras med
sekvensen (r,r,r,r,r,r,...). Som exempel kan vi ta det reella talet 4, som
d& kommer att representeras av sekvensen (4,4,4,4,4,4,...).

Den andra egenskapen var att vart system skulle innehalla en infinitesimal
€, dir 0 < e < r for alla reella tal r. Bildar vi sekvensen

111111
€= <17§7§>Z7576a?ﬂ"'>
ser vi att € > 0 eftersom om vi later 0 representeras av sekvensen p =
(0,0,0,0,0,0,...), ser vi att {n € N;e, < pn} blir alla naturliga tal och
saledes tillhor méngden ultrafiltret. Vidare ser vi att olikheten € < r &ven
géller for alla reella tal r, eftersom om vi later r representeras av sekvensen
q=(r,r,r,r,r,r,7,...) och bildar méngden

A={ne N;e, < ¢}

Oavsett hur litet vi véljer vart reella tal r kommer vi alltid att kunna hitta
ett heltal m si att olikheten % < r ar uppfylld. D& géller dven att

1 1 1

— <, <7, <
<m 70m—i—1 74m—i—2

...
Bildar vi sedan méngden
B={mm+1m+2m+3,..}

ser vi att B € U och éven att B C A, darfor géller A € U och darmed ar vi
klara.

Tredje och sista egenskapen ar den svaraste att visa, tittar vi pa egenskaper-
na hos spraket S ser vi att det innehaller fo6ljande:

(1) En konstantsymbol r for alla reella tal.
(2) En funktionssymbol f for alla reella funktioner.

(3) En relationssymbol R for alla reella relationer.



Vi vill sedan bygga ut detta sprak genom att ldgga till en konstant symbol
for alla hyperreella tal. Lat oss kalla det nya spraket for *S. Om vi i detta
sprak later de hyperreella talen representeras av symbolerna ji,j2, 73, ..-Jk,
dér varje j; egentligen bara dr sekvenser av reella tal. S& innebdr detta att
J1ns7205 J3ns ---Jk, bara innehaller reella tal. Nu kan vi gora féljande defini-
tion.

Om G = G(j1,42,73,---Jk) ar en formel i *S, (exempel pa en formel ar
E = mc?, sekvensen inom parantesen visar bara vilka symboler formeln
galler for) sa giller att G,, = G(J1,,, 72,53, ---Jk,,) &r motsvarande formel i
spraket S.

Det slutgiltiga satsen som ger oss vart hyperreella talsystem lyder:

Om G ér en formel i 5, s4 dr G sann pa *R om och endast om
{n € N;G,, ar sant i R} tillhor ultrafiltret.

I denna text kommer inte nagot bevis for satsen att ges, men om vi an-

tar att den &r sann, vilket den &r, sa har vi visat egenskap 3. Darmed &r vart
talsystem klart.
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6 Appendix

6.1 Filter och ultrafilter

For att bygga upp och hantera de hyperreella talen krivs ett ultrafilter.
Forst efter att man valt sitt ultrafilter kan man avgora huruvida tva talfoljder
(xn) och (yy) ér ekvivalenta. Det dr de ndmligen omm méngden

{n € N;z, = y,} tillhor ultrafiltret.

Definition En icketom méngd F av delmingder till I ar ett filter pa I
om,

(1) 0¢F
(2) A, B € F medfor att ANB € F
(3) A€ Foch B DO A medfor att B e F

Familjen av delméngder till N med &ndligt komplement uppfyller villko-
ren (1), (2) och (3) och kan kallas for ett filter. Just detta filtret dr ként som
Frechetfiltret och &r det anvinds for vad som kallas den svaga ekvivalensen.
Dessvirre racker det inte med ett filter av denna uppbyggnad i alla situation-
er. Vad som behovs da ar ett "maximalt” filter, ett ultrafilter. En avgérande
egenskap hos ultrafiltret &r,

(4) Ett filter U ar ett ultrafilter omm for varje delmiangd A av I géller
antingen A € U eller komplementet A’ =1 — A € U.

Om man ser pa den svaga ekvivalensen, utan ultrafilter, ar [(x,)] = [(yn)]
omm #{n € N;x, # y,} < Too. Det gar dven att garantera en multiplikativ
invers for varje hyperreellt tal endast med den svaga ekvivalensen. For en
totalt ordnad kropp dér man alltid kan avgora vilket av tva tal som &r storst
krévs den starkare formen av ekvivalens. Da anvinder man sig av ett ul-
trafilter. Den svaga ekvivalensen kan t.ex. inte avgora vilken av sekvenserna
(xn) = (1,0,1,0...) och (y,) = (0,1,0,1...) som &r storst och vilken som &r
ekvivalent med vilket tal. Enligt (4) géller antingen
{n € N;z, = 0} € U eller {n € N;x, = 1} € U, men aldrig bada. Av
forsta alternativet ges [(z,)] ekvivalent med nollsekvensen och dérav [(yy)]
ekvivalent med ettsekvensen, den andra mdojligheten ger naturligtvis omvint
resultat. Vilket av fallen som géller beror pa hur ultrafiltret ser ut. Det géar
inte att avgora vilket ultrafilter som anvéinds men det dr inte heller relevant.
Det intressanta ar vetskapen om att det ena eller det andra géller, men inte
bada.
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Ultrafilteraxiomet Om F é&r ett filter av delméngder till N, da finns det
ett ultrafilter U/ vilket innefattar F. Ultrafiltret ar d& ett maximalt filter.

Ultrafilteraxiomet gar att hérleda med hjilp av Zorns lemma eller med
det ekvivalenta urvalsaxiomet.

Zorns lemma Lat X vara en partiellt ordnad méngd, om varje kedja (linjart
ordnade delméngder) dr uppét begransad, sd har X atminstone ett maximalt
element.

Urvalsaxiomet For varje méngd A av icketomma méngder finns det en
funktion f saddan att f(z) € x for varje x € A. Funktionen f kallas en val-
funktion.

Man kan séga att valfunktionen véljer ett element ur varje delméngd av
en godtycklig mangd.

Det ar mestadels Zorns lemma och urvalsaxiomet som anses vara kontro-
versiellt inom ickestandardanalysen. En stor kontrovers med urvalsaxiomet
ar huruvida det handlar om att det "existerar” en valfunktion eller om att
“finna” en valfunktion. For att godta axiomet far man intuitivt ténka sig att
det existerar en valfunktion men acceptera att man inte kommer hitta den.
For delméngder av N kan man ténka sig en valfunktion f dér f(S) &r det
minsta elementet i S. Det gar att fundera ut mer avancerade valfunktioner,
dven pa den reella tallinjen. Problemet blir ndr man vill skapa en valfunktion
som géller for alla icketomma delméngder av R. Ingen har &nnu hittat en
sadan funktion och det finns teorier som menar ett den aldrig kommer hittas.
Detta utesluter dock inte existensen av funktionen.

En annan méarklig uppkomst efter urvalsaxiomet dr Banach-Tarskis
paradox. Matematiskt dr det egentligen ingen paradox men den méinskliga
intuitionen har svart att acceptera den. Enligt "paradoxen” kan man skapa
ett klot, dela upp det i dndligt méanga bitar {6r att sedan pussla bitarna
till tvad nya klot bada identiska med ursprungsklotet. Detta beror pa att
man kan skira sitt klot s& att bitarna blir oméatbara. Nar man sétter ihop
sina ométbara bitar kan det goras sd man far tva nya klot identiska med
ursprunget.
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Sammanfattning

Detta arbete syftar till att ge lisaren en grundliggande forstaelse for
vad konvex optimering ér, vilka teorier den bygger pa samt vad den kan an-
vandas till. I detta fallet har anvindingsomradet igenkédnning valts. Inled-
ningsvis presenteras teori kring konvexa mangder och konvexa funktioner.
Darefter foljer ett avsnitt om konvex optimering och slutligen ett avsnitt
om igenkdnning. For att illustrera tillimpning av konvex optimering visas
forst ett syntetiskt exempel. Dérefter beskrivs hur konvex optimering kan
anvéndas vid ansiktsdetektion.
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Figur 1: Till vénster: En konvex méngd. Till héger: En ickekonvex méangd.

1 Inledning

Att 16sa optimeringsproblem &r detsamma som att hitta ett minsta eller storsta
varde till en funktion. Optimeringen av ett problem ger den l6sning som &r
bést att anvanda for en viss situation. Det ar dock langt ifran alltid mojligt att
genomfOra en optimering pa en problemuppstéllning, och dessutom finns véldigt
manga olika metoder.

I det har arbetet behandlas en viss klass av optimeringsproblem

som kallas for konvex optimering, se [2, 4, 1]. Ett konvext optimeringspro-
blem bestar i att minimera en konvex funktion Gver en konvex méangd. Dessa
begrepp beskrivs inledningsvis i arbetet, och dérefter introdueras lasaren till an-
vandningen av konvex optimering. Konvexitet dr en egenskap hos méngder och
funktioner som avsevéirt forenklar arbetet. Huvudsakligen underléttas optime-
ringen av att konvexitet medfor att ett lokalt minimum &r ett globalt minimum,
vilket visas i arbetet.

Det ar uppenbart att denna egenskap visar sig mycket anvandbar i skrivandet
av olika algoritmer med konvex optimering. Konvex optimering kan bland annat
anvindas i stodvektormaskiner till igenkénning, se [3], vilket kommer beskrivas
utforligare senare. Avslutningsvis visas ett exempel pa hur konvex optimering
kan anvéndas till ansiktsigenkénning, se [5].

2 Konvexa mangder

Ett fundamentalt begrepp som behover definieras for att forsta konvex optime-
ring dr konvex méangd. En enkel definition pa en konvex méngd &r:

Definition 1. En delmdngd av R™ kallas konvex om strdackan mellan tvéd god-
tyckliga punkter i mdngden helt ligger © mdangden.

Denna definition forstas lattast genom att se vad detta betyder geometriskt.
Som vi kan se i figur 1 betyder det att médngden &r konvex om den réta linje
som dras mellan de tva punkterna helt ligger i mangden. For att kunna utveckla
detta ytterliggare behévs en mer matematisk definition av konvex méngd.

Definition 2. En mdngd S CR™ dr konvexr om

abeS= la+(1-NbeS forallaXec|0,1].



Figur 2: Ett hyperplan separerar tva konvexa méangder.

Detta innebar att en konvex méngd innehaller alla tdnkbara linjarkombina-
tioner av punkter i méngden, forutsatt att alla koefficienter > 0, och att summan
av koefficienterna = 1. Exempel pa konvex méngd i det tredimesionella fallet &r
klot, och hyperplan.

2.1 Hyperplan

Ett hyperplan i R” #r av dimension R™ ™!, och delar dirmed en mingd i R"
i tva delar. Hyperplanet i tva dimensioner ar en linje, och hyperplanet i tre
dimensioner &dr ett plan. Man kan pé foljande sétt bestdmma ekvationen till
ett hyperplan. Om planets normalvektor betecknas p och en punkt som finns i
planet ges beteckningen X sa kan hyperplanets ekvation skrivas
pT (X - i) = 07

dir p” &r transponatet till p. Det dr nddvéindigt att transponera en av tva
vektorer som ska multipliceras. Pa det sdttet bli den ena en radvektor och den
andra en kolonnvektor, och multiplikationen resulterar i en skaldr. Genom att
ersiitta p? X med « i ekvationen ovan fas

plx =

I fallet da p”x = 0 sa delas méingden i tva pa varsin sida av origo. Detta kan
nu beskrivas formellt.

Definition 3. Ldt A och B vara delmdngder av R™. Hyperplanet pTx = « delar
dessa om

pix>adazcA
T o
Pp'x<adazxeB

och tvart om.



2.2 Separation av konvexa méangder

Med hjalp av de nu introducerade begreppen &ar det mojligt att f6lja ett fortsatt
resonemang om de egenskaper som finns fér konvexa méngder. Satsen som nu
foljer visar hur en konvex méngd forhaller sig till en punkt som finns utanfor
méngden.

Sats 1. Lat M wvara en sluten, konvex, samt icke tom mdngd i R". Antag att
det finns en punkt a ¢ M. Dé finns en entydigt bestamd punkt b € M s att

la—b| = min |a — x|,
zeR™

for alla x € M.

Beuvis. De exakta detaljerna i beviset anses inte relevanta for fortsatt forstaelse,
men beviset dr indelat i tre steg. Forst visas att ett minsta avstand existerar,
sedan visas att det avstandet finns just fér punkten b, och till sist visas att det
inte finns ndgon annan punkt x € M med ett kortare avstand. (|

Det ar nu sagt att hyperplan kan separera mangder, samt att konvexa méang-
der har ett entydigt bestdmt minsta avstand till punkter som ligger utanfor
mangden. Det ska snart visas att ett hyperplan anvinds med fordel for att sepa-
rera den konvexa méangden fran punkter utanfér méangden, vilka kan betecknas
a. Om hyperplanet viiljs mittemellan punkterna a och b vinkelriit mot den en-
tydigt kortaste strickan mellan méngden och a s& hamnar givetvis alla andra
punkter i médngden pa ett langre avstand fran hyperplanet.

Sats 2. Ldit M wvara en sluten, konvex, samt icke tom mdngd i R™. Antag att
det finns en punkt a ¢ M. Dd har punkten a och mdngden M ett separerande
hyperplan.

Bevis. Det ska visas att a > p’x — «, samt att M < p”x — «, eftersom planet
ska dela méangden och punkten enligt definition 3. Som tidigare konstaterats
skrivs hyperplanets ekvation p? (x — %) = 0. Fér enkelhetens skull viiljs planets
placering precis pa mitten av det kortaste avstandet mellan M och a, alltsa pa
halva striickan (a — b). D& kan ip(a+ b) ersiittas med a. Det kan visas att
pTa > o, och med hjilp av sats 1 kan det visas att om x € M si ar p’x < a.
Detaljerna for beviset utelamnas, men det ar da enligt definition 3 klart att
hyperplanet separerar punkten a och méngden M. ([l

Det ar nu uppenbart att om a finns i midngden Y = {a} s separerar hyper-
planet de tva méngderna Y och M vilket visas i figur 2.

Vid tilldimpning av konvexa méngder i optimeringsproblem maéste ofta den
konvexa mangden begransas av olika bivillkor. Definitionsméngden blir da snit-
tet av olika konvexa méngder. Eftersom definitionsméngden i ett konvext opti-
meringsproblem forutsétts vara en konvex méngd ar det ett krav att snittet ar
en konvex méangd, vilket visas i féljande sats.

Sats 3. Snittet av ett godtyckligt antal konvera mdngder i R™ dr en konvex
mdngd.



Figur 3: Om funktionen &r konvex kan det inte existera nagot R som ligger
under den réita linjen genom A och B

Bevis. Lat A och B vara tva konvexa méngder. Antag att AN B inte dr konvex.
Alltsa finns det tva punkter a och b i AN B som inte uppfyller villkoret

Xa+(1-\beAnB, Ae[o,1]. (1)

Eftersom hela A N B ligger i bade A och B, vilka bada ar konvexa méngder,
maéste dock (1) uppfyllas och vi far en motségelse. Alltsa maste snittet ANB vara
konvext. Beviset kan upprepas analogt for ett godtyckligt antal méngder. [

3 Konvexa Funktioner

Funktionen som minimeras i ett konvext optimeringsproblem definieras pa fol-
jande séatt.

Definition 4. Ldt f vara en funktion av en variabel definierad pd ett intervall
1. Funktionen f dr konver om

{gﬁiil = f(a+ (1= D) < Af(a) + (1= N F(b)

och stringt konver om

{gﬁiil = f(Aat (1 - N)b) < Af(a) + (1 - A)f(b).

3.1 Konvexa funktioner av en variabel

Att en funktion dr konvex &r ekvivalent med att en rét linje mellan punkerna
(a, f(a)) och (b, f(b)) ligger 6ver funktionskurvan mellan (a, f(a)) och (b, f(b)).
Det kan dven ses som att epigrafen, alltsd den méngd som ligger 6ver kurvan,
skall vara en konvex méangd.

Lemma 1. Ldt f vara konvex pd intervallet I och lat a,b € I. Da foljer att om
x < a eller x > b att kurvan y = f(x) ligger dver den rita linjen L som gdr

genom (a, f(a)) och (b, f(b)).
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Figur 4: Om funktionen &r konvex och f(a) < f(b) kan inte funktionen ha ett
lokalt minimum i f(a) .

Bevis. Betrakta intervallet > b. Antag att det finns en punkt (r, f(r)) pa
kurvan dér r > b och ligger strikt under linjen L . Definitionen av konvexitet
kraver att kurvan mellan a och r ligger under linjen L, men punkten (b, f(b))
motsager det. [l

Sats 4. Om en konvex funktion f har en lokal minimipunkt i punkten a pd
intervallet I, forljer att a dven dr global minimipunkt.

Bevis. Lat a vara en inre punkt pa intervallet. Genom att anta att det finns en
omgivning a —§ < < a+ J sd att f(z) > f(x) for alla z i denna omgivning.
Betrakta linjen som skir punkterna pa kurvan med x-koordinater a och a + %.
Givet &r f(a+3) > f(a), alltsa att linjens riktningskoefficient &r stérre &n eller
lika med noll. Av lemmat foljer att kurvan &r 6ver linjen for x > a + %.

Det ger att

f(z) > f(a) for alla z € T med = > a.
(|

Fallet da z < a foljer analogt. Detta bevis dr dven giltigt da a &r en &ndpunkt
pa intervallet.

3.2 Konvexa funktioner av flera variabler

Sats 5. Om en konvex funktion f har en lokalminimipunkt i punkten a i den
konvexa mdngden M, foljer att a dven dr global minimipunkt.

Bevis. Lat a vara en lokal minimipunkt i M och lat f vara en konvex funktion.
Antag att det finns en punkt b € M déar f(b) < f(a). Det finns ett linjestycke
mellan punkterna a och b som beskrivs av z = (1 — X)a + Ab dér A € [0,1], da
méngden dr konvex x € M for alla .

Betrakta intervallet A € [0, 1]. Fran definitionen av konvexa funktioner foljer
att funktionskurvan ligger under kordan mellan f(a) och f(b) alltsd &ar for alla
t>0 f(a+1t) < f(a) och a kan da inte vara en lokal minimipunkt, vilket &r en
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Figur 5: Funktionen maéste ligga i det markerade omradet.

motséigelse. Om a &r en lokal minimipunkt existerar det inget b dir f(b) < f(a),
foljdaktligen &r a en global minimipunkt. O

Ovanstaende bevis inses enkelt med hjilp av figur 5. Vad som sagts ar att
om det finns en minimipunkt f(b) som &r mindre &n minimipunkten f(a) si
ska nérliggande punkter till f(a) uppfylla tva villkor. For det forsta ska de vara
storre dn f(a), och for det andra ska de ligga under en linje som sammanbinder
f(a) och f(b). Det framgér i figuren att inga punkter kan uppfylla dessa tva
villkor samtidigt.

3.3 Kontinuitet

Som kuriosa visas nu en intressant egenskap angaende konvexa funktioner och
kontinuitet, detta avsnitt ar ej av avgorande betydelse for fortsatt forstaelse.

Sats 6. Om funktionen f dr konvex pd intervallet I dr den kontinuerlig pd det
oppna intervallet I.

Bevis. Lat a vara en inre punkt i I och 1la&t A = (a, f(a)). Eftersom A &r en
inre punkt kan tva kordor dras genom A, en till vinster och en till hoger. Ur
definitionen av konvexitet och lemma 1 foljer att kurvan f(z) ligger under en
korda mellan A och annan godtycklig punkt pa kurvan, till hdger om A. Eftersom
kordorna skiir varandra i A géller att kurvan f(x) ligger i ett omrade till hoger
om A mellan de tva kordorna, vilket innebéar att

lim_ f(x) = f(a).

z—at

Detta kan visas analogt for ett omrade till vinster om A, alltsé lim, .- f(x)
f(a). Darmed &r f kontinuerlig i a.

o

4 Konvex Optimering

Optimeringsproblem som behandlar konvexa funktioner med konvexa méng-
der som definitionsméngd &r relativt latta att l6sa. En anvindbar metod for



praktiska problem &r darfor att formulera problemet som ett konvext optime-
ringsproblem. De exakta algoritmer och dataprogram som utfér optimeringen
beskrivs inte i det hér arbetet, utan istéllet beskrivs ett anvindningsomréade for
konvex optimering.

4.1 Mbonsterigenkinning

P& samma sétt som ett barn kan lara sig att kinna igen bokstédverna i alfabetet
kan en dator lara sig avgéra om en bild forestéller ett ansikte eller inte. For att
fa en dator att lara sig sjalv kdnna igen samband och dra slutsatser av dessa kan
man anvanda sig av monsterigenkénning. Monsterigenkdnning innebér inlarning
genom observationer. Inldrningsproblem med binédra utfall, alltsd ja eller nej,
kallas bindra klassificeringsproblem. Ett problem med ett &ndligt antal olika
utfall kallas multippelklass klassificering, daremot ett problem med reelvirda
utfall kallas regression.

4.2 Klassificering

I bindra klassificeringsproblem ar malet att separera tva méangder sé tydligt som
mojligt. Detta maximerar chansen att placera en ny okind observation i rétt
kategori. Genom att separera méngderna pa ett sitt som gor att avstandet mel-
lan méngderna blir sa stort som mojligt s& blir skillnaden mellan dem tydligast,
vilket underlattar klassifikationen av nya observationer. Detta sker med en me-
tod som kallas for storsta marginalmetoden. Det finns ett entydigt hyperplan
som pa det sdttet separerar de konvexa méangderna, om syftet dr att maxime-
ra avstandet mellan méngderna. Som tidigare visats har varje méngd en viss
punkt som klart utgér minsta avstandet mellan sig sjalv och en annan méangd.
Genom att lagga planet vinkelratt mot detta kortaste avstand, samt mittemel-
lan méngderna, sa separeras méngderna maximalt. Givet ett linjart separabelt
exempel

M = {(x1,051), -, (x4, 5i) }

dér de tva olika méngderna ges av identifikationsvariabeln § = 1 fér ena méng-
den, respektive § = —1 den andra méangden. Hyperplanet som separar de tva
mingderna kan skrivas p’x + o = 0. For varje punkt #r avstandet till hyper-
planet

[p"x +

p’p
vilket ska maximeras. Genom att sétta upp bivillkoren
ﬂj(pTx+O[)Zla j:17"a7:5
ar ekvivalent med att maximera
1
p

Tp

vilket #r detsamma som att minimera p”p. Funktionen p”p &r en kvadratisk
funktion och saledes konvex. Definitionsméngden beskrivs av hyperplanen

BipTx+a)>1, j=1,.,i
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Figur 6: Ett syntetiskt exempel med tva méngder som representeras av cirklar
och stjarnor.

Definitionsméangden &r snittet av hyperplanen, och eftersom ett hyperplan &ar en
konvex méngd &r ocksa snittet en konvex méngd, enligt sats 3. Foljdaktligen &ar
maximering av storsta marginalen ett konvext optimeringsproblem.

5 Syntetiskt exempel

Ett enkelt syntetiskt exempel &r det tvadimensionella fallet, se figur 6

M = {(z1,y1,51), -, (i, 9i, Bi) },

dér de tva olika méngderna ges av identifikationsvariabeln 8 = 1 fér méngden
som representeras av cirklar respektive 3 = —1 den méngd som representeras
av stjarnor.

Hyperplanet ar en linje ax + by + ¢ = 0 dér a,b och ¢ ges av att minimera
(a,b) - (a,b) = a® + b med bivillkoren

Bilax +by+c) 21, j=1,..1i

som kan tolkas som att alla stjarnor ska ligga till véinster om linjen och alla cirk-
lar till hoger. Nar marginalen optimeras kommer nagra av punkterna att hamna
pa lika langt avstand fran linjen. Dessa kallas for stodvektorer, d&a punkter aven
kan ses som vektorer, eftersom de stédjer “skivan”.

6 Ansiktsdetektion

For att askadliggéra anviandbarheten med konvex optimering demonstreras ett
experiment med férenklad igenkdnning. Experimentet gar ut pa att lata ett
datorprogram avgora om ett digitalt foto, med storleken 19x19 pixlar, férestéller

10
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Figur 8: Skiss 6ver traningsbildernas avstand till det separerande hyperplanet.

ett ansikte eller ej. Precis som i det syntetiska exemplet later man programmet
skapa tva separabla mingder och separera dessa med ett hyperplan. En av
méngderna skapas utifran foton som forestéaller ansikten och den andra utrifran
foton som inte forestéller ansikten. I detta fallet 800 av vardera sort. Att bilderna
bestar av 19x19 pixlar medfdr att problemets dimensionstal blir precis 192, det
vill sdga 361.

Lat varje bild representeras av en punkt i R3%!. Fargvirdet i en pixel be-
tyder da punktens koordinat i den aktuella dimensionen. I figur 9 askadliggors
punkternas avsand till hyperplanet.

Programmet testas sedan genom att en ny bild ldses och representeras av en
punkt. Beroende pa vilken sida om hyperplanen punkten ligger klassificeras den
som ett ansikte eller ej. I figur 10 askadliggors hur nya okénda foton klassificerats
av programmet. De forsta 700 fotona forestéller ansikten och resterande gor
det inte. Man kan tydligt se att majoriteten av ansiktsbilderna ligger ovanfor
hyperplanet och majoriteten av de andra bilderna ligger under hyperplanet.

Pa samma sétt som en bild kan representeras av en punkt kan en punkt ge
upphov till en bild. I figur 11 askadliggérs den bild hyperplanets normalvektor
ger upphov till. Man kan med viss svarighet urskilja vissa drag i bilden som
paminner om ett ansikte.

11
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Figur 9: Skiss 6ver testbildernas avstand till det separerande hyperplanet.

Figur 10: Hyperplanets normalvektor aterskapad som en bild. Lasaren uppma-
nas kisa for att urskilja ett ansikte.
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7 Slutsatser

Rapporten innehaller en redogorelse for konvexa méngder, konvexa funktioner
samt konvexa optimeringsproblem. Den visar dessutom hur konvex optimering
kan anvindas i igenkénningsproblem. Nér ett problem kan omformuleras till ett
konvext optimeringsproblem underldttas 16sningen visentligt. Detta beror pa
de egenskaper som visats hos konvexa méangder och funktioner, huvudsakligen
i sats 4 och sats 5. I och med att varje lokalt minimum i ett konvext optime-
ringsproblem &r ett globalt minimum sparas otroligt mycket tid i s6kandet efter
minsta funktionsvérdet.

Vi vill tacka var handledare Karl Astrém, som varit till stor hjalp under
arbetets gang.
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Sammanfattning

Tre av vérldens mest kidnda kvinnliga matematiker; Hypatia, Sofya Ko-
valevsky och Emmy Noether har trots deras kon lyckats bli erkinda inom
den mansdominerande akademiska virlden. Nykomlingen Salla Franzén,
doktorand inom matematik vid Uppsala Universitet, jobbar under be-
tydligt battre forutsdttningar dn sina foretradare. I detta arbete har vi
analyserat kvinnornas situation da och nu inom matematiken.
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1 Inledning

Hur kommer det sig att de flesta framstadende vetenskapsménnen och matema-
tikerna &r mén? Vilka &r de mest kdnda kvinnliga matematikerna och vad har
de astadkommit? Detta &r nagra fragor som vi kommer att ta upp i vart arbete
och férhoppningsvis svara pa. Kvinnans roll i den akademiska véarlden har aldrig
varit central, men inte obetydlig. Kan man helt sikert siga att Einstein var hela
hjdrnan bakom verken, eller bidrog hans fru till mer &n vad man tror?



2 Hypatia - den forsta kvinnliga matematikern

Hypatia anses vara den forsta kvinnliga matematikern. Hon var inte bara ma-
tematiker, utan dven filosof och astronom, som de flesta vetenskapsméinnen pé
den tiden var. Hon véxte upp under 300-talet i en akademisk miljo i staden
Alexandria i Egypten, och var dotter till Theon, en av de mest bildade ménnen
i staden som var professor i matematik pa universitetet i Alexandria. Under
denna tid var det relativt ovanligt att kvinnor 6verhuvudtaget fick nagon intel-
lektuell fostran, men Hypatia studerade tillsammans med sin far och med andra
vetenskapsmédn. Med sin far som ldrare, f6ljde Hypatia hans fotspar och blev
larare i matematik och filosofi vid samma institut som honom. Hon lockade till
sig studenter fran hela varlden tack vare sin populédra undervisning och dven sin
skonhet.

2.1 Verk

Hypatia blev kiind mest for sina matematiska idéer om koniska sektioner, som
tidigare hade introducerats av Apollonius, och skrev en kommentar till Apollo-
nius verk Om koniska snitt, vilket handlar om koner som skérs av ett plan och
ger upphov till s.k. koniska sektioner, beroende pa vart planet skir. Hon skrev
flera andra larobécker, bl a en analys av sin faders utgava av Euklides Elementa,
som handlade om geometri. Dessutom uppfann hon flera instrument, daribland
ett astrolabium for astronomiska observationer, en destillationsapparat och ett
vattenpass, men varken dessa eller skrifter av dem finns bevarade.

Historiker tror att hon &ven skrev om bland annat planeternas rorelser och
talteori. Hennes verk forvarades i biblioteket i Alexandria, men forstordes da
biblioteket sattes i brand av araberna under deras erévningar. Det lilla man
vet om Hypatia och hennes verk har man fatt redan pa fran brev skrivna till
henne fran hennes samtida, andras verk och de som har citerat henne. Hypa-
tia mordades tragiskt av en fanatisk kristen grupp 415 e.Kr. eftesom hon var
gudsfonekare.

Efter Hypatia dréjde det mer &n tusen ar innan det p& nytt trddde fram
kvinnliga matematiker. Det var forst pa 1500- och 1600-talet som mycket bega-
vade kvinnor fran samhéllets hogre klass dgnade sig at vetenskaplig verksamhet,
déribland matematik. Dessa kvinnor fick emellertid inte gora detta sjalvstén-
digt, utan i samband med &versdttning eller som medarbetare till ndgon lard
man.



3 Sofya Kovalevsky - ryskan som harjade i Sve-
rige

Sofya foddes ar 1850 och véxte upp pa ett lantstélle i Vitryssland med mamma,
pappa, en storasyster och en lillebror. Barnen gick inte i vanlig skola utan de
undervisades av en privatldrare som bodde hos dem.

Nér Sofya var tretton ar lyckades hon komma &ver en bok om algebra som
hon studerade i hemlighet. Ett &r senare kom en professor, en granne till dem,
som skrivit en bok i fysik. Sofya ldste boken men ldsningen hindrades av att
hon inte kunde trigonometri. Hon fragade sin brors privatldrare som dock inte
ansag sig kunna tillrackligt. Darfor borjade Sofya sjilv att analysera formlerna.
Vid nésta besok av professorn stéllde hon fragor till honom men han kunde inte
tro att hon hade forstatt nagonting. Sofya férklarade hur hon hade tdnkt och
professorn blev mycket imponerad och berdttade om hennes begavning for pap-
pan. Professorn menade att Sofya skulle fa ordentlig undervisning i matematik
och detta fick hon nagra ar senare nér familjen tillbringade en tid i Petersburg.

3.1 Utbildning

P4 den tiden (mitten av 1800-talet) hade inte flickor tilltrade till universitet
i Ryssland. Deras enda mdjlighet var att komma till ett universitet som tillat
kvinnor att studera i Schweiz eller Tyskland. En ung dam kunde inte dka ensam
till frimmande land utan att ha manligt st6d. Alltsa var Sofya tvungen att finna
en dkta man. Detta fann hon i Vladimir Onufrievish Kovalévsky som hon ingick
ett skendktenskap med. Det kravdes dock en del 6vertalning for att hennes far
skulle godkinna gifterméalet. Paret bodde i St Petersburg och dér borjade Sofya
studera fysiologi och anatomi.

Dock ldngtade bada ut i virlden och 1869 akte de tillsammans med Sofy-
as syster Aniuta till Tyskland. Men nér Sofya kom till Heidelberg inség hon
att kvinnor inte hade tillstdnd att studera vid universitetet dar. Efter mycket
krangel lyckades dock Sofya att fa lov att nérvara vid foreldsningar, inofficiellt.
Sofya gjorde stort intryck pa ldrarna med sin matematiska begavning.

1870 hade Sofya kommit underfund med att det var matematik som intresse-
rade henne allra mest. Darfor bestdmde hon sig for att bli elev till professor Karl
Weierstrass i Berlin. Sofya akte dit och hade med sig rekommendationsbrev av
professorer i Heidelberg. Weierstrass kunde inte ta emot henne som student vid
universitetet men han blev sa imponerad av hennes kunskaper att han gick med
péa att undervisa henne privat. Under nagra ar arbetade Sofya intensivt med
sina studier och hon unnade sig inget uteliv. Arbetet resulterade i tre original-
verk som vart och ett i sig skulle kunna ha utgjort en doktorsavhandling. Men
enligt Weierstrass kunde de inte laggas fram i Berlin. Han férordade universi-
tetet i Gottingen eftersom det tidigare hade godként doktorsavhandlingar for
utldnningar utan att ha studerat dér. S& i juli 1874 fick Sofya en doktorsgrad i
matematik. Hennes man Vladimir hade fatt sin doktorsgrad i paleontologi tva ar
tidigare i Jena. Deras dktenskap var inte sérskilt bra. Det hade blivit sémre pa
grund av att de hade lite pengar, inte hade bott tillsammans pa manga ar och
framfor allt att ingen av dem ville vara sémre dn den andre. For att forbattra
sitt férhallande akte de tillbaka till Ryssland 1874.

Forsta vintern i St Petersburg kom det fram nya sidor av Sofyas personlighet.



Efter att tidigare ha isolerat sig fran omvérlden borjade hon nu intressera sig for
vanner och underhallning. Ett problem var dock att hitta ett arbete. Det bésta
hon kunde hitta var att undervisa matematik i en flickskola, nagot hon inte fann
sdrskilt stimulerade da det var langt under hennes niva. Inte heller hennes man
fick det jobb han hoppats pa trots sin hoga examen. Istéllet forsokte Vladimir
tjdna pengar pa att kdpa och sélja hus men misslyckades fullstindigt och det
slutade i stora skulder. Samtidigt gick Sofya vidare och under en period pa
tva ar arbetade hon med nagot hon tyckte om. Hon var teaterrecensent och
vetenskapsskribent och skrev bland annat om telefonens, skrivmaskinens samt
flygplanets utveckling.

3.2 Livsverk

I oktober 1878 fédde Sofya en dotter som fick smeknamnet Fufa. Under de forsta
aren lade mamman stor energi pa att ta hand om sin dotter men i det langa
loppet var inte ens ett barn tillrdckligt stimulerande fér henne. D& Vladimirs
affarer bara gick sdmre 6kade klyftan mellan dem ytterligare. Sofya hittar ater
tillbaka till matematiken och tar fram ett sex ar gammalt arbete om abelians-
ka integraler som imponerar stort pa de ryska matematikerna. I ett enda slag
var hon aterigen en matematiker att rdkna med. En man vid namnet Gosta
Mittag-Leffler forsokte ordna ett jobb vid universitetet i Helsingfors at Sofya
men det misslyckades da fakulteten vigrade att ta emot en rysk kvinna. Sofya
lamnar aterigen Ryssland och boérjar forska om ljusets brytning i kristaller pa
Weierstrass inradan. Hemma i Ryssland har Vladimir det svart och begar sjélv-
mord pa varen 1883. Sofya tar pa sig skulden och forséker sviilta sig sjalv till
d6ds men misslyckas. Hon aterh&mtar sig snart och fortsétter med sina studi-
er. Mittag-LefHler lyckas ordna en tjénst till henne vid Stockholms universitet
med det villkoret att hennes foérsta ar skulle vara ett provoar utan 16n. I juli
1884, sex manader efter hennes forsta foreldsning, utndmndes hon till professor
i matematik. I Stockholm foreldste hon tre ganger i veckan och gav &ven pri-
vatundervisning. Senare blev hon redaktor for Acta Mathematica i vilken hon
publicerade sina Oversédttningar av tva avhandlingar av den ryske matematikern
P L Chebyshev. Ar 1885 blev hon professor i mekanik och matematik vid univer-
sitetet 1 Stockholm och ar 1889 fick hon professur pa livstid. Det storsta Sofya
gjorde var nog dnda att vinna Prix Bordin (den franska vetenskapsakademins
hogsta pris) genom hennes avhandling i en stel kropps rotation runt en fast
punkt. Det var fjarde gangen detta &mne blev féremal for tévlan efter att Euler,
Lagrange och Poisson misslyckats med att 16sa problemet. Efter att anonymt
lamnat in bidraget blev det slutligen utvalt ibland 15 andra tévlande. Det var
sa elegant gjort att prissumman hojdes fran 3000 francs till 5000 francs.

Efter ett bestk i Paris fick hon en hjirtattack. Hon atervéinde till Stockholm
i februari 1891, inom nagra dagar var hon déd. Hon blev 41 ar gammal.



4 Emmy Noether - algebrans moder

Emmy Noether anses vara en av de storsta kvinnliga matematikerna genom
tiderna. Trots alla motgangar och motsdttningar pa grund av sitt kon, lyckades
hon &nda bli erkdnd inom matematiken och har bidragit med mycket inom
algebran. Hon influerade &ven andra matematiker pa den tiden, savil kvinnliga
som manliga. Eftersom hon var grundaren till den abstrakta algebran si gar
hon &ven under beteckningen “algebrans moder”.

4.1 Emmy Noethers liv

Amalie Noether, mer kind som Emmy Noether, féddes den 23 mars 1882 i
Tyskland. Hennes pappa Max var en framgangsrik matematiker, vilket &ven
hennes broder s& smaningom blev. Under skolaren studerade hon sprak eftersom
matematiken inte direkt var riktad till kvinnor, men vid 18 ars alder valde No-
ether att borja ldsa matematik pa universitetet dar hennes pappa var professor.
Noether var en av de tva kvinnliga studenter p& universitetet, som for ovrigt
bestod av 984 manliga studenter.

Ar 1907 d& Emmy var 25 ar gammal klarade hon av sin muntliga doktorsexa-
men och ett ar senare blev hennes doktorsavhandling godkédnd och registrerad.
Hon var da den andra kvinnan efter Kovalevsky som négonsin hade doktorerat i
matematik. Dock hade denna avhandlig ingenting att géra med det som senare
skulle gora henne vérldsberémd.

Foljande 10 aren “arbetade” Noether vid den matematiska institutionen i hemsta-
den. Universitetet var motvilliga till att anstélla henne sa déarfér jobbade hon
fér sin pappa pa univereitetet, frimst med forskning men hon hade &ven en del
forelisningar. Allt hon gjorde var dock i hennes pappas namn. Aven efter forsta
vérldskrigets slut da Tyskland blev republik och kvinnor fick rostrétt sa fick hon
fortfarande inte nagon 16n for sitt arbete. Sa smaningom boérjade hon publicera
artiklar och skriva avhandlingar om sin forskning i sitt eget namn och detta
ledde till att tvd manliga matematiker som jobbade vidare pa Einsteins teorier
tog kontakt med henne. De bjéd in Noether till att arbeta med dem och detta
gjorde Noether mer kind inom matematiska kretsar och hon fick sa smaningom
ett obetalt jobb som lektor. Emmy Noether gladdes av detta eftersom det var
forsta gangen hon arbetade i sitt eget namn, och efter tre ar som lektor fick hon
dven en mindre 16n.

Aren 1920-1927 studerade Emmy Noether kommutativa algebror och nigra ar
efter det studerade hon icke kommutativa algebror. Hon skrev avhandlingar om
detta som kom att bli riktigt stora. Innan detta sysslade hon med invariantte-
ori. Det var dessa tre omraden som gjorde henne sa framgangsrik och hennes
upptéckter spelade stor roll inom den abstrakta algebran och darav kom hon
att kallas algebrans moder.

1933 flyttade Noether till USA dér hon arbetade pa ett amerikanskt universi-
tet for kvinnor. Hon avled 2 &ar senare, endast 53 ar gammal i samband med
en operation. Det var forst efter hennes déd som hon verkligen blev en erkidnd
matematiker. Manga av hennes idéer utvecklades senare av hennes elever eller
medarbetare.



Att vara kvinnlig matematiker i Tyskland under Emmy Noethers tid var alltsa
inte speciellt latt. Under hennes universitetstid fick kvinnliga studenter inte re-
gistrera sig pa vanligt sdtt utan fick komma som ahorare, da med ett speciellt
tillstand av undervisaren. De hade rétt att neka kvinnor tilltréade till forelas-
ningarna. Flera av de hogst uppsatta mannen inom universitetet tyckte att
“Nérvaron av kvinnor pa universiteten forstor det grundliggande syftet med
akademiskt liv”, som en talesman for traditionalisterna i Tyskland, som Hein-
rich von Tretschke uttryckte det. Att Noether inte heller fick betalt for sitt arete
dven da hon flera ganger visat sin matematiska begavning, dr dnnu ett bevis pa
pafrestningen for kvinnorna i matematikens vérld.

4.2 Livsverk

Emmy &dgnade sig forst at invariantteorin. Detta hade en stor betydelse for
den kommutativa algebrans utveckling. Detta ledde henne ockséa in pa en mer
fysikalisk bana. Hon lyckdes formulera en sats, sa kallad Noethers sats, som
fortfarande ar mycket viktig inom matematisk fysik. Detta var dock bara ett
sidospar fran hennes matematiska karridr och inget som hon ytterligare fordju-
pade sig inom.

1921 publicerar Emmy Noether sin artikel om kedjevillkor for ringar, "Idealt-
heorie in Ringbereichen". Hon klassificerade en typ av ringar som kom att heta
noethersta ringar. Denna artikel blev véldigt inflytelserik och det som gjorde
att folk inom den matematiska virlden horde talas om hennes namn. Med den-
na artikel 6ppnade hon nya matematiska vigar och ett helt nytt algebraiskt
tankesdtt. Noether generaliserade det som andra matematiker som Lasker och
Macualay redan visat. Hon lyckades bevisa sina teorier pa ett sétt som var en-
kelt och smidigt att forsta jamfort med tidigare liknande bevis. En annan av
Noethers stora avhandlingar som boér ndmnas ar “Abstrakter Aufbau der Idealt-
heorie om algebraischen Zahl-und Funktionenkérpern", som hon skrev ar 1927.
Denna avhandling har sina rétter i framforallt algebraisk talteori. Dessa tva
avhandlingar lade tillsammans grunden for kommutativ algebra eftersom hon
introducerade nya begrepp samt utvecklade en bra teknik och bevisade viktiga
resultat.

Emmy Noether sysslade dven med icke kommutativ algebra och representations-
teori. Mest uppmérksammad blev hennes avhandlig "hyperkomplexe Grossen
und Darstellungstheorie", som kom ar 1929. Denna avhandling handlade om
grupprepresentaionsteori i termer av strukturteori fér hyperkomplexa system.

Néagra exempel pa begrepp namngivna efter Emmy Noether &r noetherska ring-
ar, noetherska moduler, noetherska topologiska rum och noetherska faktorsy-
stem.



5 Salla Franzén - den moderna kvinnliga mate-
matikern

Néar vi letade efter en modern kvinnlig matematiker hittade vi av en slump
nétverket Lilla Mys"hemsida. Dirigenom fick vi kontakt med Salla Franzén.

Salla doktorerar inom komplex analys i Uppsala och pa fragan varfor hon
blev matematiker svarar hon Min drém har alltid varit att ha ett yrke som
ar krévande och som jag kan vara stolt 6ver. Nér jag forstod att man kan bli
matematiker tdnkte jag genast att det var nagot jag ville prova pa".

Hon bérjade med att lésa fristdende kurser inom matematiken i Uppsala,
bl.a. en kurs i komplex analys. Det var s& hon forst kom i kontakt med den
kvinnliga professor som kom att bli hennes handledare fér ex-jobbet. Denna
professor var for nagra ar sedan den enda kvinnliga professorn inom matematik
i Sverige!

Varfor det &r sa fa kvinnor inom matematiken har Salla inte nagot definitivt
svar pa, men hon siger att bilden av att matematiker &r min antagligen blir
starkare darfor att manga matematiklarare i grundskolan &r just mén. Hon &r
sjalv ganska trott pa att det ses som ett problem, att det inte finns fler kvinnliga
matematiker i Sverige, utan att nagon gor nagot konkret at det.

En av de saker som hon mérkt av inom matematiken &r att man som tjej
inte dr en riktig matematiker forrdn man har godkénts av en duktig man. Det
har hon sjalv méarkt och hon har ocksa hort flera andra tycka detsamma. Dock
vill hon péapeka att det inte ar sa i alla séllskap, hon sjalv undviker att umgas
med manniskor som har en dalig instéllning.

Salla anser att man som kvinnlig doktorand maste hitta en hallbar inst&ll-
ning till att mannen &r normen. Hon séger att man maste kunna ta sig igenom
de situationer ddr man kinner sig som ett undantag. Trots alla tankar och re-
flektioner hon har kring jamstéalldheten sidger hon att hon inte forséker foretrada
hela det kvinnliga sliktet, det skulle bli fér svart. Hon tror att om man vill bli
matematiker for att bevisa att kvinnor kan s& kan det bli vildigt svart, men om
man forskar for att det ar kul gar det battre!

Just nu anser Salla att det &r en vildigt trevlig situation inom hennes forsk-
ningsomrade i Sverige. Det ar totalt 6 tjejer som doktorerar inom komplex analys
i flera variabler.



6 Kvinnornas forutsattningar

Kvinnorna hade det i allménhet svart att sla igenom i den vetenskapliga varlden
péa grund av férdomar, hinder orsakat av mannens dominans och eftersom det
ansags vara opassande. Ett exempel &r fransyskan Sophie Germain som under
slutet av 1700-talet fick kimpa for att na en position som motsvarade hennes
kompetens. Trots konkurrensen och svarigheterna med att studera pa universitet
och dverhuvudtaget ta en akademisk examen i matematik, lyckades italienskan
Maria Gaetana Agnesi, som levde under 1700-talet, bli den férsta kvinnliga
matematikern som blev professor vid ett universitet.

Fore andra varldskriget avraddes eller hindrades kvinnor i manga utbild-
ningsmassigt mer utvecklade ldnder fran att studera matematik vid universi-
teten. Deras situation kan jamféras med hur de hade det exempelvis under
Pythagoras tid (ca 570-500 {.Kr.) d& kvinnor till och med kunde vara larare i
matematik. Detta kom att upphora. Med véldigt fa undantag har kvinnor varit
utestédngda fran dessa studier, tills nyligen.

7 Slutord

Vad dessa kvinnor har gemensamt, férutom passionen till matematiken, ar sva-
righeterna med att utéva den i praktiken. Eftersom ménga inte ens hade tilltrade
till universiteten eller arbeten inom dmnet, naddde deras idéer inte fram. De som
val studerade gjorde det under manliga pseudonymer men fick darfor ofta ingen
"creditfor sitt arbete. Dagens kvinnliga matematiker dr ddremot mer attraktiva
an forut, just for att de dr kvinnor och for att gynna jamstélldheten inom ar-
betsmarknaden. Vii gruppen har inte upplevt nagra hinder péa grund av att vi &r
kvinnor, men fortfarande &r det inte lika jamstéallt pa dagens mansdominerade
foretag som det ar pa hogsklorna.
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Vad handlar problemet om?

Matematiker har alltid varit intresserade av vad som héander i kéinda situationer
ndr man tar problemet till hogre dimensioner. Detta &r en naturlig fragestall-
ning som leder matematiken och vetenskapen framéat. Man kan ldtt tdnka sig
att givet egenfrekvenser for en gitarrstrang kan man ta reda pa dess langd, men
hur ar det for ett trumskinn. Kan man ta reda pa formen av en trumma genom
att veta vilka egenfrekvenser den ger upphov till?

Forsta gangen denna fraga officiellt stélldes var 1966 av den polske matemati-
kern Marc Kac (1914-1984) i artikeln “Can one hear the shape of a drum?” i
tidsskriften The American Mathematical

Monthly. Denna artikel skapade stor uppmérksamhet och 1968 tilldelades Kac
The Chauvenet Price fran The Mathematical Association of America med mo-
tiveringen

“for the most outstanding expository article on a mathematical topic by a mem-
ber of the Association.”

Varfor var da denna artikel sa intressant? Fysiker och matematiker visste sedan
lénge att formen av den rand som innesluter ett membran spelar en avgoran-
de roll for membranets frekvensspektrum. Med sin artikel satte Kac fokus pa
motsatt problem. Om man vet ett membrans frekvensspektrum, kan man da
avgora dess geometriska form? Problemet gar alltsd ut p& huruvida man fran
de utsénda frekvenserna kan avgora formen pa trumman som skickat ut dem.
En del forenklingar och antaganden gjordes, bl.a. att trumman egentligen var
en tamburin dvs. ett membran fastsatt i sin ram, att lyssnaren hade absolut
gehor, pa sa vis att denne kunde avgora exakt vilka frekvenser den uppfattade
tonen var uppbyggd av, samt att isometriska membran riknas som samma, dvs.
att det inte gors skillnad pa4 om trumman roteras eller om denna vinds upp och
ner, ej heller spelar trummans placering in.

Sedan 1800-talet &r det ként att ett membran som &r fastsatt ldngst sin rand
uppfyller vagekvationen da det sétts i rorelse (se nésta sida). Membranet svinger
da pé ett sdtt som &r resultanten av ett antal enkla svingningar. Dessa sving-
ningar dr rena egenfrekvenser vilka kan vara grundfrekvensen eller nagon av
de odndligt manga Gvertonerna. Dessa frekvenser kan sedan anvéndas for att
fa fram egenvirderna genom att frekvensen ar proportionell mot kvadroten ur
egenvirdet. Med egenvardernas hjélp &r det mojligt att komma fram till en del
detaljer om membranets form, t.ex. dess area och parimeter dvs utformning
av randen. I sin artikel utgick saledes Kac fran dessa kidnda fakta om att ett
membrans area och omkrets ldmnar tydliga spar i dess frekvensspektrum. Kac
inspirerades dven av ett problem han hort talas om tio ar tidigare. Forenklat
14t problemet ungefér sahér:

Lat Q1 och Q9 vara plana ytor respektive begrdnsade av kurvorna I'y och I's,
dér egenvérderna defineras av Laplace-operatorn, anta att varje egenvérde i re-



spektive foljd 6verenstimmer med de andra. Ar da ytorna kongruenta?

I sin artikel resonerade Kac vidare kring ett membrans svingningsrorelse men
lamnade fragan om huruvida man kunde hora dess form 6ppen. Han anade dock
att att det inte gick att lyssna sig till en trummas form. Foljande citat fran ar-
tikeln visar pa hans osékerhet i fragan;

“I believe that one cannot “hear” the shape of a tambourine, but I may well
be wrong and I am not prepared to bet large sums either way.”

Med sin artikel 6ppnade Kac vigen for studier inom spektalteori och som vid
méanga tillfillen da en intressant fraga lamnas obesvarad tog andra matematiker
vid for att soka svar. Det drojde dock till 1992 tills man kunde besvara given
fraga med ett nej. Carolyn Gordon, David Webb och Scott Wolpert hade da
lyckats visa att tva membran kan ha samma egenviarden men olika form. Detta
publicerades i Bulletin Of The American Mathematical Society (vol 27, no 1,
1992). Gordon, Webb och Wolperts lyckades dven visa att givet att membranet
ar cirkular eller triangelformad kan man avgora formen dvs. bestimma radie
respektive kantlangder. Deras resultat vickte dven fragan om det ricker att ve-
ta att trummembranet dr konvext for att alla givna egenvérden entydigt skall
bestdmma dess form. Vem /vilka skickliga matematiker som ska ge svaret pa
denna fraga kan enbart framtiden utvisa.

Trumman uppfyller vagekvationen

Ekvationen som styr hur trumskinnet ror sig ar vagekvationen

’F 4,
- =cV°F
ot?

dér ¢? #r en konstant och Laplace-operatorn V2 = 5?722 + 88—;2

Hér utgor F(z,y;t) trumskinnets avvikelse fran jamviktslaget 0 i punkten p'=
(z,y) vid tiden ¢, d4 membranet sétts i svingning. Avvikelsen ar vinkelrdt mot
membranets plan. Denna ekvation beskriver egentligen inte en verklig trumma
eftersom den inte tar hansyn till friktion och trumman svénger lika mycket i all
odndlighet. Vagekvationen har massor av 16sningar men for att fa den intressanta
far man precisera forutsdttningarna.

Lat trumskinnet vara ett omrade €2 i planet med randen I', dar randen ar trum-
mans kant. Eftersom trumskinnet sitter fast i kanten har vi randvillkoret

F(p,t)=0, dapel.

Det finns fortfarande manga l6sningar till vagekvationen med detta randvillkor.
For att fa ner antalet 16sningar méaste vi ocksa ange hur 16sningen ser ut nér vi
startar, dvs vid ¢ = 0. Detta kallas begynnelsevirden och brukar se ut som



o 7:0) = 9l

diar f och g &ar kinda funktioner. Vanligt ar att lata f(p) = 0 vilket svarar
mot att trumman ligger i jamviktsliget vid tiden ¢t = 0 och déar g(p) beskriver
hur trumpinnen sétter fart pa trumskinnet vilket i praktiken innebér att dven
g(p) = 0 for de flesta p utom déar trumpinnen traffar trumman. Man kan visa
att vagekvationen tillsammans med randvillkoret och begynnelsevirdena har en
16sning F' som beskriver hur trumskinnet ror sig i varje punkt och vid varje
tidpunkt. Svarigheten &r att berédkna l6sningen som beror av tre variabler x,
y och t. Det fina med beteckningarna ar att vagekvationen ser precis likadan
ut i 1, 2 eller 3 rumsdimensioner. Skillnaderna &r inbyggda i beteckningarna p’
och V2. Nir vi nu vill 16sa dessa partiella differentialekvationer borjar vi forst
med vagekvationen och randvirdet for att senare ta hand om begynnelsevirde-
na i efterhand. Det dr latt att se att vagekvationen har l6sningen F' = 0 nér
trumskinnet &r i vila. Denna 16sning kallas den triviala l6sningen och den vill vi
undvika i fortséttningen. Vi borjar med att soka efter losningar pa formen

F(pit) = U(p)e™.

Detta svarar mot att om man kénner trumskinnets ldge U(p) vid en tidpunkt
sa kdnner man det for alla tidpunkter eftersom det kommer att svinga mellan
utslaget U(p) och —U(p) med vinkelfrekvensen w.

Dessa speciella losningar till avvikelsen F' ar harmoniska 6ver tiden och utgor
egensvangningarna till membranet kring jamviktslaget. Varje rorelse hos trum-
skinnet kan sedan uttryckas som en superposition av egensvingningar. I en egen-
svangning har trumskinnet frekvensen w. Trumskinnet sétter luftmolekylerna i
svangning och en ljudvag fortplantar sig till vara éron (denna vag beskrivs av en
ny vagekvation, denna gang i tre rumsdimensioner, men den struntar vi i) och
som Orat uppfattar som en ton med frekvensen f = w/(27). Tidsfunktionen e™*
ar uttryckt pa komplex form men kan &ven skrivas som Asin(wt) + B cos(wt).
Varfor vi har valt den komplexa formen &r f6r att det ger snyggast rékningar. For
att hitta egensvingningarna siatter man in losningen ( se ovan) i vagekvationen

62
ot?

(U(ﬁ)eiwt) _ CQVQU(meiwt,
(,L-w)2U(ﬁ)eiwt — C2V2U(ﬁ)€iwt,
e (WAU (P) + AV2U(p)) = 0.
Eftersom exponentialfunktionen &r skild fran noll, maste den andra faktorn vara

lika med noll. Vi far da

ViU = -5 U,
C



Up)=0 dapel,

U #0.

Héar ar U en funktion och w en konstant som ska bestdmmas. Den tredje ekva-
tionen sédger att det ar de icke-triviala 16sningarna vi vill ha. Denna ekvation
ar enklare &n den ursprungliga vagekvationen eftersom den innehéaller en vari-
abel mindre. Med A = —w/c? sa ser den vildigt lik ut en egenvirdesekvation
AF = MF, F # 0 for matriser A. Randvérdena gor att differentialekvationen ba-
ra har 16sningar for vissa w. Denna ovanstaende differentialekvation ar féorutom
i nagra helt symmetriska undantagsfall omdjlig att analytiskt 16sa i 2 dimensio-
ner. Daremot kan vi numeriskt berdkna fram lésningarna. For att fa en béattre
uppfattning om problemsituationen kan vi istéllet for ett trumskinn modellera
en gitarrstrang vilket ger oss ett problem i en dimension.

Endimensionell 16sning

Vi studerar en gitarrstriang som sitter fast i punkterna x = 0 och x = L. Da far
vi istéllet

U)=0, U(L)=0.
Nu kan vi 16sa denna differentialekvation och far da

Asinwz/c+ Beoswz/c, —A= (w/c)? >0,
U(x) =< Az + B, w=0,
AeV@ 4 BemVAe, x> 0.

Om man forsdker bestdmma konstanterna A och B genom att sdtta in randvérde-
na U(0) =0 och U(L) = 0 fas ndstan enbart triviala losningar, dvs A = B = 0.
I det forsta uttrycket kan vi emellertid undvika att A = 0 genom att stélla upp

villkoret I
Ok, k=1,2,3,...
C

Den icke-triviala 16sningen blir da U(z) = Asinwz/c dar w = kne/ L for positiva
heltal k.

Tillbaka till trumman

Nu ska vi tdnka oss ta fram motsvarande l6sningar for ett trumskinn, vilket &ar
mycket avancerat och ligger pa en niva som &ar hogre dn vad vi sjélva forstar.
Vi har satt oss in delar av teorin som beror trumskinnets frekvensspektrum. D4
vi sjilva upplever teorin som svar kommer vi inte att fokusera pa detaljer for
att forklara teorin. Vi ska betrakta det inversa problemet till vad vi precis har
16st for en gitarrstréng, fast nu i tva dimensioner. Vi ska nu forutsétta att vi



kanner trummans mojliga egenfrekvenser/ljud som kan uppsta nir man slar pa
den med en trumpinne. Vi har alltsa ett trumskinn €, precis som tidigare och
en serie kdnda egenvirden A1 < Ay < A3.... Varje sddant egenvéirde har en mot-
svarande egenfunktion som ocksa beror av en operator( hér Laplace-operatorn).
Egenfunktionerna &r det lagesberoende vi har for att beskriva utslaget som
trumskinnet vibrerar med . En egenfunktion innehaller information om utslaget
och dess riktning for varje punkt pa trumskinnet i féorhallande till jamviktspla-
net. Egenfunktionerna dr 16sningar till de egensvingningar som trumskinnet kan
utfora, precis som losningen for strangen i 1-dimensionsfallet.

Véra egenfunktioner ¥, (p) for alla n ska uppfylla

AV, + 2\, =0

(foljer fran vagekvationen) dar utslaget ¥, (p) — 0 d& vi ndrmar oss en punkt
pa randen I', eftersom trumskinnet sitter fast i en kant.

Vi viiljer ¢2 = % som den konstant vilken anger de fysikaliska egenskaperna, for
att forenkla rakningarna.

Det ar vanligt att man normerar egenfunktionerna, ¥,,, sa att

| v =1

Observera hiar att p = (z,y). Denna normering kommer ocksé att férenkla
rakningarna lite senare.

Harledning av arean

Nar Kac skrev sin artikel visste han att man kunde berdkna arean och omkretsen
av trumskinnet nar man kidnde dess egenfrekvenser. Dessa kéinda fakta ledde till
en allmén hypotes om att det vore mojligt att dven fa fram trummembranets
form.

For att ta fram ett uttryck for arean kan man angripa problemet pa flera sétt.
Vi kan exempelvis anvénda schrédingerekvationen for en ideal gas eller teori for
diffusion. Utan att ga miste om forstaelse for innehéllet gor vi denna héarledning
utifran anvéndbara uttryck fran diffusion utan att ge en fullstdndig forklaring
till den bakomliggande teorin. Diffusion &r ett begrepp som innebér spontan
utjdmning av koncentration i en vatska. Detta gor att partiklar kan spridas
genom tunna membran, exempelvis joner som diffunderar genom cellmembran.
Néar vi nu studerar diffusion s& ldmnar vi trumskinnet och ténker det istéllet
endast som ett omrade (membran) som partiklar kan diffundera genom. Detta
omrade €2 avgriansas av randen I, liksom tidigare nér vi studerade trumskinnet.
Materia sprids fran punkten p till #. Har &r p' nu en fix punkt pyp = (zo,yo)-
Koncentrationen av materia vid 7 = (z,y) vid tiden ¢ betecknar vi Pq(p]7;t).
Denna koncentration uppfyller differentialekvationen for diffusion,

orP, 1_,
0 _2y2p,,
ot 3V to
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Idéen i harledningen &r att vi later koncentrationen approximativt ndrma sig
sitt startvirde i p. D4 tillats vi ta fram ett uttryck fran diffusionsekvationen och
ett annat fran egenviardesproblemet. Dessa tva uttryck &r approximativt lika for
ett mycket litet tidssteg. Sedan kan vi forenkla detta sammansatta uttryck till
ett uttryck déar arean ingar.

Vi later approximativt
Po(plr;t) ~ Po(plrs t),

da t — 0. Har betyder ~, "asymptotiskt lika”.

Vi har ocksa Py som fortfarande uppfyller diffusionsekvationen % = 1VQPO.
Enligt diffusionsekvationen kan koncentrationen uttryckas i form av egenfunk-
tioner till vagekvationen som vi sag tidigare. Man kan visa att koncentrationen
givet av denna representation blir

Po(p7:t) Z e, (D), (7).

n=1
Nu, fér sma ¢ téanker vi oss att partiklarna inte kiinner av en gréns till €.
Dér Py uppfyller diffusionsekvationen far vi enligt teorin for diffusion att kon-
centrationen ar kidnd som

Da kan vi skriva det approximativa pastaendet som

24) — S —Ant i M — =
Po(pifit) = 3 e W ()W () ~ 5 eapl— ] = R(p ).
n=1

Om vi nu later punkten 7 som partiklar sprids till vara samma som startpunkten
P, (= p). Da kan vi férenkla uttrycket till
[e.e]
1
Z e_’\”t\I'2(r ~ —

ot

n=1

Integrerar vi detta resultat och anvéinder normeringen [, V2 (7) di = 1 (obser-
vera hir 7= (z,vy)), far vi

s 1
e M (F) dif v — | dF
n 2rt
Q p=1 T Ja
_ L9
S [ i 2
och erhaller arean

o0
_ —Ant
1] = %E)I[l) 27t Z e 't

n=1



Denna formel innebér att om vi kidnner vart frekvensspektrum, var serie av
egenvarden, sa kan vi i teorin berdkna arean av trumskinnet. I praktiken kan
vi inte gora exakta berdkningar da vi inte har en odndlig serie av egenvéirden
att tillga. Det gar att gora simuleringar av detta slag med dator déar man far
fram ett ndrmevarde till arean, berdknat utifran en kéind, begrénsad uppséattning
egenvirden till trumskinnet. Men det finns ocksé enkla fall av symmetri da vi
med sdkerhet kan bestdmma vilken form trumman har, vi ska titta p& den
cirkuldra trumman.

Cirkular trumma

Det finns ett fall da vi vet den exakta formen av trumman och problemet &r
l6sbart, detta ar fallet da randen dr en cirkel. Cirkeln dr den geometriska figur
som har minst omkrets i férhallande till sin area. Detta kommer fran 16sningen
av L2 > 47|Q| for nagon given omkrets L, dir || &r arean av membranet. Likhet
i detta pastaende intréffar bara for en cirkel. Detta kan kontrolleras genom att
sétta in L = 277 och || = 7r? i uttrycket.

Pa liknande satt som ndr vi hirledde arean kan man visa att omkretsen L
uppfyller

o0
e QL1 .
LI o da t — 0.
> e ot A on ot

Om vi anvénder uttrycket med arean och omkretsen med relationen for en cirkel
far vi specialfallet

n=1
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Ee”MNLi— L[&tea
27t 8t
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Arean for en cirkular yta uppfyller detta uttryck om vi kénner alla egenvérden.

Motbevis

Det ar latt att urskilja ljudet fran olika typer av trummor, det beror pé att trum-
skinnet vibrerar med unika frekvenser, vilka beror pé storleken, formen och hur
hart trumskinnet ar spéant. Detta spektrum av egenfrekvenser (rena toner) ger
trumman sitt specifika ljud.

Vi har sett att man kan berdkna arean och omkrets av ett svingande mem-
bran/trumskinn utifrdn att vi kdinner alla dess egenvéirden. Den stora fragan
som ska besvaras dr om vi kan bestdmma formen pa trumman utifrdn dessa
egenvirden. Carolyn S. Gordon, David L. Webb och Scott Wolpert skapade tva
trummor som utgor ett motbevis.

Dessa tva figurer har exakt samma area och omkrets, men som kan ses nedan
har de ej samma geometriska form. De har dock samma uppséttning egenvér-



Figur 1: Tva isospektrala polygoner med samma uppséattning egenviarden

den, och det ar omojligt att urskilja vilket av dessa membran som givit upphov
till en svingning, nagot som definitivt sédtter punkt for Kacs stora fragestallning.

Aven vi har studerat tva figurer som utgor de enklaste kinda geometriska figu-
rer vilka uppfyller motbeviset i programmet FEMLAB, resultatet kan beskadas
nedan.

Max: 2.942

lambdail5)=18.997587 Surface: u Height: u

Min: -2.721

Figur 2: Polygon med dess 18:e egenfunktion



Max: 2.247

lamhbdails)=18.997824 Surface: u Height: u

-3
Min: -3.035

Figur 3: Ytterligare en polygon med dess 18:e egenfunktion

Slutord

Nér Kac publicerade sin artikel blev detta bérjan pa ett problem som gickat
matematiker under senare delen av 1900-talet. Manga &r dem som fascinerats
av fragestillningen, “Kan man hora formen pa en trumma?”. Sa &ven vi. Efter
att ha gatt igenom teorin efter vart bésta forstand har vi sammanfattat den
komplexa matematiken for att kunna kommunicera detta till var omgivning.
Slutsatsen ar att svaret pa given fragestillning &r nej.

Avslutningsvis vill vi tacka var handledare Pelle Pettersson for hans engagemang
och hjalpsamhet under var arbetsprocess.
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